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ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀÎÁ ÎÄÍÎÌ ÏÎÄÕÎÄÅ Ê ÔÎ�ÌÓËÈ�ÎÂÊÅ ÑÂßÇÀÍÍÎÉ ÇÀÄÀ×ÈÒÅ�ÌÎÂßÇÊÎÓÏ�Ó�ÎÑÒÈ, ÂÊËÞ×ÀÞÙÅÉ Ó�ÀÂÍÅÍÈÅÒÅÏËÎÏ�ÎÂÎÄÍÎÑÒÈ �ÈÏÅ�ÁÎËÈ×ÅÑÊÎ�Î ÒÈÏÀÈâàíîâà Å.À.Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåòelenaivanova239�post.ru1. ÂâåäåíèåÂ íàñòîÿùåå âðåìÿ òåðìîäèíàìèêà îõâàòûâàåò øèðî÷àéøèé êðóã âîïðîñîâ, âêëþ÷àÿãàçîâóþ äèíàìèêó, òåðìîóïðóãîñòü, òåðìîâÿçêîóïðóãîñòü, òåðìîýëåêòðè÷åñêèå è òåðìî-ìàãíèòíûå ý��åêòû, �àçîâûå ïåðåõîäû è õèìè÷åñêèå ðåàêöèè. Âìåñòå ñ òåì, îíà ïðåä-ñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü íå ñâÿçàííûõ ìåæäó ñîáîé îáëàñòåé íàóêè, ðàçëè÷àþùèõ-ñÿ êàê òðàêòîâêîé îñíîâíûõ ïîíÿòèé, òàê è ïðèìåíÿåìûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.Öåëü èññëåäîâàíèé, ÷àñòü èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíà â äàííîé ðàáîòå, çàêëþ÷àåòñÿ â òîì,÷òîáû ñ åäèíûõ ïîçèöèé, èñõîäÿ èç �óíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè è èñïîëüçóÿ ìå-òîä ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû, îïèñàòü òåðìîäèíàìè÷åñêèå ý��åêòû, èçó÷àåìûå ñåé÷àñ âðàçíûõ îáëàñòÿõ òåðìîäèíàìèêè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ. Â îñíîâå ïðåäëàãàåìîéòåîðèè ëåæèò êîíòèíóàëüíàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü, ìàòåìàòè÷åñêîå îïèñàíèå êîòîðîé â÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ñâîäèòñÿ ê õîðîøî èçâåñòíûì óðàâíåíèÿì òåðìîäèíàìèêè è òåðìîóïðó-ãîñòè. Ïðåäëàãàåìàÿ ìîäåëü îòëè÷àåòñÿ îò êëàññè÷åñêèõ êîíòèíóàëüíûõ ìîäåëåé íàëè-÷èåì äîïîëíèòåëüíûõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è, ñîîòâåòñòâåííî, äîïîëíèòåëüíûõ èíåðöèîííûõè óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê, êîòîðûì ìîæíî ïðèäàòü ñìûñë òåðìîäèíàìè÷åñêèõ êîíñòàíò.Ôàêòè÷åñêè, ýòà ìîäåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóõêîìïîíåíòíóþ ñðåäó, îäíà êîìïîíåíòàêîòîðîé � êëàññè÷åñêèé êîíòèíóóì, à âòîðàÿ êîìïîíåíòà � êîíòèíóóì, ïîñòðîåííûé èñ-êëþ÷èòåëüíî íà âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû è ìîìåíòíûõ âçàèìîäåéñòâèÿõ. Èäåÿìàòåìàòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ðàçëè÷íûõ �èçè÷åñêèõ ÿâëåíèé â ìèêðîìèðå ïîñðåäñòâîì êîí-òèíóàëüíûõ ìîäåëåé, îñíîâàííûõ íà âðàùàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ñâîáîäû è ìîìåíòíûõ âçà-èìîäåéñòâèÿõ, íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëàñü Ï.À. Æèëèíûì [1, 2, 3, 4℄. Ïðåäëàãàåìàÿ âíàñòîÿùåé ðàáîòå, ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé äàííîé èäåè ïðèìåíèòåëüíî ê îïèñàíèþòåïëîâûõ ÿâëåíèé.2. Òåëî�òî÷êà è êâàçè�òâåðäîå òåëîÕîðîøî èçâåñòíî, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè àáñîëþòíî òâåðäîãî òåëàìàêðîñêîïè÷åñêèõ ðàçìåðîâ èìååò âèä
K =

1

2
mv · v + v ·mB · ω +

1

2
ω ·mJ · ω ,ãäå v � ñêîðîñòü íåêîòîðîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà, ïðèíÿòîé çà ïîëþñ, ω � óãëîâàÿ ñêîðîñòüòâåðäîãî òåëà, m � ìàññà, à mB è mJ � òåíçîðû èíåðöèè, âû÷èñëåííûå îòíîñèòåëüíîïîëþñà. Çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ èíåðöèè çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè òåëà, ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû èâûáîðà ïîëþñà. Çàìåòèì, ÷òî mB � àíòèñèììåòðè÷íûé òåíçîð, çíà÷åíèå êîòîðîãî îïðå-äåëÿåòñÿ ìàññîé òåëà è ðàäèóñ�âåêòîðîì, ïðîâåäåííûì èç ïîëþñà â öåíòð ìàññ. Åñëè© Èâàíîâà Å.À.�àáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ïî ïîääåðæêå ìîëîäûõ äîêòîðîâ íàóê (ÌÄ-4829.2007.1) è ãðàíòà Ïðåçèäåíòà �Ô ïî ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë (ÍØ-2405.2008.1). 301
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�èñ. 1. Êâàçè-òâåðäîå òåëî è åãî ïðîñòåéøèé àíàëîã.ïîëþñ ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ, òåíçîð mB îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ìîìåíòíûõ êîíòèíóàëü-íûõ òåîðèÿõ, òàêèõ êàê òåîðèÿ ñòåðæíåé, òåîðèÿ îáîëî÷åê, òðåõìåðíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòèè ò. ä., ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñïëîøíîé ñðåäû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ìàëåíüêîå àáñîëþòíîòâåðäîå òåëî. Òàêèì îáðàçîì, òåíçîðû èíåðöèè â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû èìåþò òàêóþæå ñòðóêòóðó, êàê òåíçîðû èíåðöèè ìàêðîñêîïè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë. Â ÷àñòíîñòè, òåíçîð

mB âñåãäà àíòèñèììåòðè÷åí. Åñëè òåëî�òî÷êó íå îòîæäåñòâëÿòü ñ áåñêîíå÷íî ìàëûì àá-ñîëþòíî òâåðäûì òåëîì, òî òåíçîð èíåðöèè mB ìîæíî ñ÷èòàòü ïðîèçâîëüíûì. Ïîñêîëüêóñâîéñòâà òåëà�òî÷êè îïðåäåëÿþòñÿ åãî òåíçîðàìè èíåðöèè, à âñå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâàñîäåðæàòñÿ â òåíçîðå mJ è àíòèñèììåòðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà mB, ñèììåòðè÷íàÿ ÷àñòüòåíçîðà mB ìîæåò õàðàêòåðèçîâàòü êàêèå-òî íå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà òåëà-òî÷êè. Âïåð-âûå ïîäîáíûå òåëà�òî÷êè áûëè ââåäåíû â ðàññìîòðåíèå Ï.À. Æèëèíûì (ñì. [1, 2, 4℄).Äàëåå, ÷àñòèöû, ñîñòîÿùèå èç òåë�òî÷åê, ó êîòîðûõ òåíçîð èíåðöèè mB íå ÿâëÿåòñÿ àí-òèñèììåòðè÷íûì, áóäåì íàçûâàòü íåêëàññè÷åñêèìè; ýòî æå íàçâàíèå áóäåì èñïîëüçîâàòüäëÿ ñïëîøíîé ñðåäû, ýëåìåíòàðíûé îáúåì êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêëàññè÷åñêóþ÷àñòèöó. Öåëü äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè ìîäåëè ñïëîøíîéñðåäû, ñîñòîÿùåé èç íåêëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö è èçó÷åíèè åå ñâîéñòâ.�àññìîòðèì òåëî�òî÷êó, ó êîòîðîãî âñå òåíçîðû èíåðöèè øàðîâûå, à êèíåòè÷åñêàÿýíåðãèÿ, êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ è ñîáñòâåííûé êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò èìåþò âèä:
K = m

(
1

2
v · v +B v · ω +

1

2
J ω · ω

)
, K1 = m (v +B ω), K2 = m (B v + J ω). (1)Äàëåå, ðàññìîòðèì ÷àñòèöó (ñì. ðèñ. 1, ñëåâà), ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé êâàçè�òâåðäîå òå-ëî, ñîñòàâëåííîå èç òåë�òî÷åê âèäà (1). Äàííàÿ ÷àñòèöà ÿâëÿåòñÿ òâåðäûì òåëîì â òîìñìûñëå, ÷òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ òî÷êàìè ýòîé ÷àñòèöûñîõðàíÿþòñÿ. Îäíàêî, â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî òâåðäîãî òåëà, â êàæäîé òî÷êå ýòîé ÷àñòè-öû íàõîäèòñÿ òåëî-òî÷êà, êîòîðîå ìîæåò ñîâåðøàòü ïðîèçâîëüíîå âðàùàòåëüíîå äâèæå-íèå, íå çàâèñÿùåå îò âðàùàòåëüíûõ äâèæåíèé ñîñåäíèõ òåë�òî÷åê è âðàùàòåëüíîãî äâè-æåíèÿ ñàìîé ÷àñòèöû. Èíûìè ñëîâàìè, ðàññìàòðèâàåìàÿ ÷àñòèöà � ýòî ìíîãîðîòîðíûéãèðîñòàò, ðîòîðû êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé òåëà�òî÷êè âèäà (1), ñîâåðøàþùèå ïðî-èçâîëüíîå âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå. Íåñóùåå òåëî ãèðîñòàòà ÿâëÿåòñÿ áåçûíåðöèîííûì,à ðîòîðû ðàñïðåäåëåíû íåïðåðûâíûì îáðàçîì. Äâèæåíèå íåñóùåãî òåëà îïðåäåëÿåòñÿðàäèóñ�âåêòîðîì öåíòðà ìàññ R(t), ñêîðîñòüþ öåíòðà ìàññ v(t), òåíçîðîì ïîâîðîòà P̃ (t)âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè ω̃(t).�àññìîòðèì ðîòîð, ïîëîæåíèå êîòîðîãî îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ â îòñ÷åòíîé êîí�è-ãóðàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàäèóñ�âåêòîðîì r̃, à âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå çàäàåòñÿ òåíçîðîìïîâîðîòà P ∗(r̃, t). �àäèóñ�âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé ïîëîæåíèå äàííîãî ðîòîðà â àêòóàëüíîéêîí�èãóðàöèè, à òàêæå òðàíñëÿöèîííàÿ è óãëîâàÿ ñêîðîñòè âû÷èñëÿþòñÿ ïî �îðìóëàì

R∗(r̃, t) = R(t) + P̃ (t) · r̃, v∗(r̃, t) = v(t) + ω̃(t) × P̃ (t) · r̃,

ω∗(r̃, t) = −1

2

(
Ṗ ∗(r̃, t) · P

T

∗ (r̃, t)
)
×
.

(2)Ïðåäïîëîæèâ, ÷òî óãëîâûå ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðîâ ïðèìåðíî îäèíàêîâû
ω∗(r̃, t) ≈ ω(t), è âîñïîëüçîâàâøèñü �îðìóëàìè (2), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî âûðàæå-302



ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀ

�èñ. 2. Ýëåìåíòàðíûé îáúåì ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîðîòîðíûõ ãèðîñòàòîâ.íèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà èìåþòâèä âèä
K(A) = m

(
1

2
v · v +

1

2
ω̃ · I∗ · ω̃ +B v · ω +

1

2
J ω · ω

)
, mI∗ = P̃ ·

∫

(m)

(
r̃2E − r̃r̃

)
dm · P̃ T

,

K1(A) = m
(
v +Bω

)
, KQ

2 (A) = m
[
R× (v +B ω) + I∗ · ω̃ +B v + J ω

]
. (3)Ïðîàíàëèçèðîâàâ �îðìóëû (3), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷å-ñêîé ýíåðãèè, êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà êâàçè�òâåðäîãî òåëà ñîâïà-äàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè äèíàìè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè îäíîðîòîðíîãî ãèðîñòàòà (ðèñ. 1,ñïðàâà), ðîòîð êîòîðîãî ðàñïîëîæåí â öåíòðå ìàññ êâàçè-òâåðäîãî òåëà. Íåñóùåå òåëîýòîãî ãèðîñòàòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êëàññè÷åñêîå òâåðäîå òåëî, èíåðöèîííûå ñâîéñòâà êî-òîðîãî õàðàêòåðèçóþòñÿ òåíçîðîì èíåðöèè I∗, à ðîòîð ÿâëÿåòñÿ íåêëàññè÷åñêîé ÷àñòèöåé,àíàëîãè÷íîé òåëàì�òî÷êàì, ñîñòàâëÿþùèì êâàçè-òâåðäîå òåëî (ðèñ. 1, ñëåâà).3. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü êîíòèíóóìà îäíîðîòîðíûõ ãèðîñòàòîâ�àññìàòðèâàåòñÿ ìàòåðèàëüíàÿ ñðåäà (ñì. ðèñ. 2), ñîñòîÿùàÿ èç îäíîðîòîðíûõ ãèðîñòà-òîâ âèäà (3). Äèíàìèêà ýòîé ñðåäû â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

∇·τ+ρf = ρ
d

dt

(
v+Bω

)
, ∇·µ+τ×+ρm = ρ

d

dt

(
I

0
· ω̃
)
, ∇·M+ρL = ρ

d

dt

(
Bv+Jω

)
,

v =
du

dt
, ω̃ =

dϕ

dt
, ω =

dθ

dt
, ε = ∇u+ E × ϕ, κ = ∇ϕ, ϑ = ∇θ, (4)ãäå τ � òåíçîð íàïðÿæåíèé, µ � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé, õàðàêòåðèçóþùèé âçà-èìîäåéñòâèÿ ìåæäó íåñóùèìè òåëàìè ãèðîñòàòîâ, M � òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé,õàðàêòåðèçóþùèé âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ðîòîðàìè; ρ � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü ìàññû, f ,

m, L � ìàññîâûå ïëîòíîñòè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé; u � âåêòîð ïåðåìåùåíèé, ϕ, θ � âåê-òîðû óãëîâ ïîâîðîòà, õàðàêòåðèçóþùèå âðàùåíèÿ íåñóùèõ òåë ãèðîñòàòîâ è èõ ðîòîðîâñîîòâåòñòâåííî; ε, κ, ϑ � òåíçîðû äå�îðìàöèè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàìêíóòü ñèñòåìó óðàâ-íåíèé (4), åå ñëåäóåò äîïîëíèòü ñîîòíîøåíèÿìè óïðóãîñòè, âûðàæàþùèìè ñâÿçü ìåæäóòåíçîðàìè íàïðÿæåíèé è òåíçîðàìè äå�îðìàöèè.Ñâîáîäíîå ïðîñòðàíñòâî ìåæäó ãèðîñòàòàìè çàïîëíåíî òåëàìè�òî÷êàìè, èìåþùèìèòî÷íî òàêóþ æå ñòðóêòóðó, êàê ðîòîðû ãèðîñòàòîâ (ñì. �îðìóëû (1)). Òåëà�òî÷êè â ïðî-ñòðàíñòâå ìåæäó ãèðîñòàòàìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè ÷àñòèöàìè ñïëîøíîé ñðåäû, êî-òîðóþ ìû óñëîâíî íàçîâåì ¾òåïëîâûì ý�èðîì¿. Òàêèì îáðàçîì ìàòåðèàëüíûé êîíòèíóóì,303



ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2, � ýòî äâóõêîìïîíåíòíàÿ ñðåäà. Îäíàêî äàëåå ìû íå ñòàâèì ïå-ðåä ñîáîé öåëè èññëåäîâàíèÿ âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ìàòåðèàëüíûõ ñðåä, ñîñòàâëÿþùèõ äâóõ-êîìïîíåíòíûé êîíòèíóóì. Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî îáúåêòà áóäåò ðàññìàòðèâàòüñÿ ñðåäà,ñîñòîÿùàÿ èç ãèðîñòàòîâ. Âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íåñóùèìè òåëàìè ãèðîñòàòîâ è èõ ðîòî-ðàìè îïðåäåëÿåò íàïðÿæåíèÿ â ñðåäå è õàðàêòåðèçóåòñÿ òåíçîðàìè ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõíàïðÿæåíèé τ , µ, M . ¾Òåïëîâîé ý�èð¿, íàõîäÿùèéñÿ â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ãèðîñòàòàìè,ÿâëÿþòñÿ âíåøíèì �àêòîðîì ïî îòíîøåíèþ ê èçó÷àåìîé íàìè ñðåäå è âîçäåéñòâèå òåïëî-âîãî ý�èðà íà ãèðîñòàòû ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âíåøíèé ìîìåíò â óðàâíåíèè äèíàìèêèðîòîðîâ. �àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ëèíåéíîé òåîðèè ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîðîòîðíûõãèðîñòàòîâ, ïðèíÿâ äâà âàæíûõ ïðåäïîëîæåíèÿ.Ïðåäïîëîæåíèå 1. Âåêòîð L � ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ðîòîðûãèðîñòàòîâ � ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ìîìåíòà Lh, õàðàêòåðèçóþùåãî âíåøíèå âîçäåé-ñòâèÿ ðàçëè÷íîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, è ìîìåíòà ëèíåéíîãî âÿçêîãî òðåíèÿ: Lf = −β(Bv+Jω),ãäå β � ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà. Ìîìåíò Lf õàðàêòåðèçóåò âîçäåéñòâèå ¾òåïëîâîãî ý�èðà¿.Ñòðóêòóðà ýòîãî ìîìåíòà âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèå ñ ðåçóëüòàòàìè ðåøåíèÿ ìîäåëüíûõ çà-äà÷, îáñóæäåíèå êîòîðûõ âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. Ïîÿñíèì �èçè÷åñêèé ñìûñëýòîãî ìîìåíòà. Íàïîìíèì, ÷òî îäíîðîòîðíûé ãèðîñòàò ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëüþêâàçè�òâåðäîãî òåëà (ñì. ðèñ. 1). Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî ðîòîðû êâàçè�òâåðäûõ òåë âçàèìî-äåéñòâóþò ñ òåëàìè-òî÷êàìè ¾òåïëîâîãî ý�èðà¿, ïðè÷åì ýòî âçàèìîäåéñòâèå îïèñûâàåòñÿóïðóãèìè ìîìåíòàìè, òî÷íî òàêèìè æå, êàê ìîìåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ òåë-òî÷åê ¾òåïëîâî-ãî ý�èðà¿ ìåæäó ñîáîé è êàê ìîìåíòû âçàèìîäåéñòâèÿ ðîòîðîâ êâàçè�òâåðäûõ òåë ìåæäóñîáîé. ¾Òåïëîâîé ý�èð¿ èìååò áåñêîíå÷íóþ ïðîòÿæåííîñòü. Ïîýòîìó îí óíîñèò ýíåðãèþêîëåáëþùèõñÿ ðîòîðîâ.Ïðåäïîëîæåíèå 2. Òåíçîð ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé M , âîçíèêàþùèé â ðåçóëüòàòå âçà-èìîäåéñòâèÿ ðîòîðîâ, ñ÷èòàåòñÿ øàðîâûì òåíçîðîì: M = TE.Ñ ó÷åòîì ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèé, óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðîòîðîâ (òðåòüå óðàâíåíèåñèñòåìû (4)) ïðèíèìàåò âèä
∇T − ρβ (Bv + Jω) + ρLh = ρ

d

dt

(
Bv + Jω

)
. (5)Ïðîñòåéøàÿ �èçè÷åñêè ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì çàäàíèÿ ïëîòíîñòè âíóòðåííåéýíåðãèè â �îðìå:

ρU = τ
0
· ·ε+ T∗ϑ+

1

2
ε · · 4C · ·ε+ Υ ε (ϑ− ϑ∗) +

1

2
K(ϑ− ϑ∗)

2, ε = tr ε, ϑ = trϑ. (6)Çäåñü τ è T∗ � íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ, 4C, Υ, K � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû, õàðàêòåðè-çóþùèå æåñòêîñòü ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû. Ñîãëàñíî (6), ñîîòíîøåíèÿ óïðóãîñòè èìåþòâèä:
τT = τT

0
+ 4C

1
· ·ε+ Υ (ϑ− ϑ∗)E, µ = 0, T = T∗ + Υ tr ε+K(ϑ− ϑ∗). (7)Èòàê, ïðîñòåéøàÿ ëèíåéíàÿ òåîðèÿ ìàòåðèàëüíîé ñðåäû, ñîñòîÿùåé èç îäíîðîòîðíûõ ãè-ðîñòàòîâ, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (4), (5), (7).4. Òåìïåðàòóðà, ýíòðîïèÿ è ìîäåëü âíóòðåííåãî òðåíèÿÂûøå ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü óïðóãîãî êîíòèíóóìà îäíîðîòîðíûõ ãèðîñòà-òîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòà ìîäåëü îïèñûâàåò ïîâåäåíèå êëàññè÷åñêîé ñðåäû, êîòîðàÿ ïî-ìèìî óïðóãèõ ñâîéñòâ îáëàäàåò åùå è ñâîéñòâàìè âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíîñòè. Èñõîäÿ èç304



ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ äàäèì òåðìîäèíàìè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ ïåðåìåííûõ, îïèñûâàþ-ùèõ äâèæåíèå è âçàèìîäåéñòâèå ðîòîðîâ, è ïðîâåäåì èäåíòè�èêàöèþ ïàðàìåòðîâ ìîäåëèñ èçâåñòíûìè òåðìîäèíàìè÷åñêèìè êîíñòàíòàìè. �àññìîòðèì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè
ρ
dU

dt
= τT · ·

dε

dt
+ µT · ·

dκ

dt
+ T

dϑ

dt
. (8)Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî (8) � ýòî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ êëàññè÷åñêîé ìîìåíòíîéñðåäû. Òîãäà ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8) èìååò ñìûñë òåðìîäè-íàìè÷åñêîãî ñëàãàåìîãî. Âåëè÷èíà T ïðèîáðåòàåò ñìûñë òåìïåðàòóðû, à âåëè÷èíà ϑ �îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíòðîïèè.Î÷åâèäíî, ÷òî òåìïåðàòóðà è ýíòðîïèÿ, îïðåäåëÿåìûå �îðìóëîé (8), íå ñîâïàäàþò ïîðàçìåðíîñòè ñ àáñîëþòíîé òåìïåðàòóðîé è ýíòðîïèåé êëàññè÷åñêîé òåðìîäèíàìèêè. Ýòàïðîáëåìà ðåøàåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ íîðìèðîâî÷íîãî êîý��èöèåíòà:

T = aTa, ϑ =
1

a
ϑa.Çäåñü a � íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò, Ta � àáñîëþòíàÿ òåìïåðàòóðà, èçìåðÿåìàÿ òåð-ìîìåòðîì, ϑa � îáúåìíàÿ ïëîòíîñòü àáñîëþòíîé ýíòðîïèè. Ââåäÿ â ðàññìîòðåíèå àíàëî-ãè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì îòíîðìèðî-âàâ ïàðàìåòðû:

θ =
1

a
θa, ω =

1

a
ωa, Lh = aLah, Lf = aLaf , Ba =

B

a
, Ja =

J

a2
, Υa =

Υ

a
, Ka =

K

a2ìîæíî èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé äèíàìèêè ñðåäû íîðìèðîâî÷íûé êîý��èöèåíò a.Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå Ba = 0 óðàâíåíèå äèíàìèêè ñðåäû (ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòå-ìû (4)) ñîâïàäàåò ñ êëàññè÷åñêèì. Âû÷èñëèì äèâåðãåíöèþ óðàâíåíèÿ (5) è ïðåîáðàçóåìïîëó÷åííîå óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì (4). Â ðåçóëüòàòå ïðèäåì ê óðàâíåíèþ, êîòîðîå ñîâïàäà-åò ñ êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèåì òåïëîïðîâîäíîñòè ñ òî÷íîñòüþ äî ñëàãàåìûõ, ñîäåðæàùèõâòîðûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè:
∆Ta −

ρβJa
Ka

dTa
dt

− ρJa
Ka

d2Ta
dt2

= βρ

(
Ba −

ΥaJa
Ka

)
dε

dt
+ ρ

(
Ba −

ΥaJa
Ka

)
d2ε

dt2
− ρ∇ · Lah. (9)Ñðàâíèâ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (7) è óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (9) ñ êëàññè÷åñêèìè,ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî â ñëó÷àå Ba = 0 ýòè óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, åñëè:

Υ2
a

Ka
= Kad −Kiz,

Υa

Ka
= −αKiz,

βJa
Ka

=
cv
λ
,

βρΥaJa
Ka

= −αKizT
∗
a

λ
, ∇ ·Lah =

q

λ
,(10)ãäå Kad è Kiz � àäèàáàòè÷åñêèé è èçîòåðìè÷åñêèé ìîäóëè îáúåìíîãî ñæàòèÿ, α � îáú-åìíûé êîý��èöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèÿ, cv � óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîìîáúåìå, λ � êîý��èöèåíò òåïëîïðîâîäíîñòè, q � ñêîðîñòü ïîäâîäà òåïëà. Êîý��èöèåíòïðè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò òåìïåðàòóðû â óðàâíåíèè òåïëîïðîâîäíîñòè (9)ñâÿçàí ñî ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ òåïëîâûõ êîëåáàíèé cr =

√
Ka/(ρJa). Äëÿ èäåíòè-�èêàöèè ýòîãî ïàðàìåòðà íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñðàâíåíèå ñ �îíîííîé òåîðèåé. Îáñóæäå-íèå ýòîãî âîïðîñà âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû.Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî äèññèïàöèÿ ýíåðãèè, îáóñëîâëåííàÿ òåïëîïðîâîäíîñòüþ, ïðîèñ-õîäèò òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîöåññ íå èçîòåðìè÷åñêèé è íå àäèàáàòè÷åñêèé. Äèññè-ïàöèÿ, îáóñëîâëåííàÿ âÿçêîñòüþ, èìååò ìåñòî âñåãäà, â òîì ÷èñëå è ïðè àäèàáàòè÷åñêîìïðîöåññå. Îñíîâûâàÿñü íà íà ýòîì �àêòå è èìåÿ öåëüþ ðàññìîòðåòü äèññèïàòèâíûé ïðî-öåññ, ñâÿçàííûé èñêëþ÷èòåëüíî ñ âÿçêîñòüþ, ïðåäïîëîæèì ÷òî çíà÷åíèå îáúåìíîé ïëîò-íîñòè ýíòðîïèè ïîñòîÿííî:

ϑ̃a = const ⇒ T̃a = Υa ε. (11)305



ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÄÅÔÎ�ÌÈ�ÓÅÌÎ�Î ÒÂÅ�ÄÎ�Î ÒÅËÀÂûøå ïðè ñðàâíåíèè óðàâíåíèé, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó êîíòèíóóìà îäíîðîòîðíûõãèðîñòàòîâ, ñ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè òåðìîóïðóãîñòè, ïàðàìåòð Ba ñ÷èòàëñÿ ðàâíûìíóëþ. Îòêàæåìñÿ îò ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ è ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàëè÷èå ñëàãàåìûõ, ñîäåðæà-ùèõ ïàðàìåòð Ba, ñâÿçàíî ñ ìåõàíèçìîì âíóòðåííåãî òðåíèÿ. ×òîáû îáîñíîâàòü äàííóþãèïîòåçó, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè (9). Ïðåîáðàçóåì ýòî óðàâíåíèå ñ ó÷å-òîì óñëîâèÿ àäèàáàòè÷íîñòè (11). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
Υa ∆ε− ρβBa

dε

dt
− ρBa

d2ε

dt2
= −ρ∇ · Lah. (12)Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå (12) ñîäåðæèò äèññèïàòèâíîå ñëàãàåìîå, íèêàê íå ñâÿçàí-íîå ñ òåïëîïðîâîäíîñòüþ.Äëÿ âûÿñíåíèÿ �èçè÷åñêîãî ñìûñëà êîý��èöèåíòîâ â óðàâíåíèè (12), îòâëå÷åìñÿ îòîáñóæäåíèÿ ïðåäëàãàåìîé ìîäåëè è ðàññìîòðèì äâèæåíèå âÿçêîé æèäêîñòè, äàâëåíèå âêîòîðîé ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ñòîêñà. Ñîñòîÿíèå æèäêîñòè ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ îáú-åìíûõ íàãðóçîê îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè:

∇p = ρ
dv

dt
, p = ηv

dε

dt
⇒ ηv∇ε = ρv, (13)ãäå ηv � îáúåìíàÿ (àêóñòè÷åñêàÿ) âÿçêîñòü. Âû÷èñëèâ äèâåðãåíöèþ òðåòüåãî óðàâíåíèÿ(13), ïîëó÷èì óðàâíåíèå ñàìîäè��óçèè, êîòîðîå ìîæíî îáîáùèòü, äîáàâèâ â íåãî èñòî÷-íèêîâûé ÷ëåí ρΨ:

ηv∆ε− ρ
dε

dt
= −ρΨ. (14)Ñðàâíèâ óðàâíåíèå (12) ñ óðàâíåíèåì ñàìîäè��óçèè (14), ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ýòèóðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò ñ òî÷íîñòüþ äî èíåðöèîííîãî ñëàãàåìîãî, ïðè óñëîâèè, ÷òî

Υa

βBa
= ηv,

1

βBa
∇ · Lah = Ψ. (15)Ñîãëàñíî óðàâíåíèÿì (10), (15), ïàðàìåòð Ba îòðèöàòåëåí ïðè êîíå÷íûõ çíà÷åíèÿõîáúåìíîé âÿçêîñòè ηv è îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè ηv → ∞. Êàê ïîêàçûâàåò àíàëèç êîý��è-öèåíòîâ óðàâíåíèÿ (9), òåïëîïðîâîäíîñòü õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü âåùåñòâà îòäàâàòüýíåðãèþ â ¾òåïëîâîé ý�èð¿, à îáúåìíàÿ âÿçêîñòü õàðàêòåðèçóåò ñïîñîáíîñòü âåùåñòâàïîäêà÷èâàòü ýíåðãèþ èç ¾òåïëîâîãî ý�èðà¿. Áóäåò ëè ýòà ñïîñîáíîñòü ðåàëèçîâàíà � çà-âèñèò îò äðóãèõ ñâîéñòâ âåùåñòâà è âíåøíèõ îáñòîÿòåëüñòâ. Îáúåìíàÿ âÿçêîñòü ãàçîâî÷åíü ìàëà, ïîýòîìó ãàçû ñïîñîáíû àêêóìóëèðîâàòü ýíåðãèþ ¾òåïëîâîãî ý�èðà¿, òàê ÷òî,íåñìîòðÿ íà äèññèïàöèþ ýíåðãèè âñëåäñòâèå òåïëîïðîâîäíîñòè, ÷àñòèöû ãàçà ïðåáûâàþòâ ñîñòîÿíèè èíòåíñèâíîãî äâèæåíèÿ. Îáúåìíàÿ âÿçêîñòü æèäêîñòåé (äàæå òåõ, êîòîðûåñ÷èòàþòñÿ íå âÿçêèìè) çíà÷èòåëüíî ïðåâîñõîäèò îáúåìíóþ âÿçêîñòü ãàçîâ. Îáúåìíàÿ âÿç-êîñòü òâåðäûõ òåë íàñòîëüêî âåëèêà, ÷òî åå ìîæíî ñ÷èòàòü ñòðåìÿùåéñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè,à ïàðàìåòð Ba � ïðåíåáðåæèìî ìàëûì. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òâåðäûõ òåë äîïóñòèìà ïîñòà-íîâêà çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, äëÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ñëàãàåìûõ,íàëè÷èå êîòîðûõ îáóñëîâëåíî êîíå÷íûìè çíà÷åíèÿìè îáúåìíîé âÿçêîñòè.Ëèòåðàòóðà[1℄ Æèëèí Ï.À. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ìåõàíèêè. Ó÷åá. ïîñîáèå.ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�ÏÓ, 2003. 340 ñ.[2℄ Æèëèí Ï.À. Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè. Ò. 1. ÑÏá., 2006. 306 ñ.[3℄ Zhilin P.A. Advaned problems in mehanis. V. 2. St. Petersburg, 2006. 271 ñ.[4℄ Æèëèí Ï.À. Òåîðåòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà. Ó÷åá. ïîñîáèå. ÑÏá.: Èçä-âî ÑÏá�TÓ, 2001. 146 ñ.306


