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Dreischichtize Schalenkonstruktionen kénnen in vielen
Bereichen der Technik eingesetzt werden. Dabei gibt es
verschiedene Maéglichkeiten zum Formulieren einer The-
orie der Dreischichtschalen mit starr verbundenen
Schichten. Die einfachste Variante einer solchen Theorie
beruht auf der Kirchhoff-Loveschen Hypothese fiir das
gesamte Schalenpaket. Diese Variante liefert leider un.
geniigende Ergebnisse, wenn sich die Steifigkeiten der
Schichten stark unterscheiden. Jedoch ist dieser Fall fiir
die Praxis besonders interessant. Daher schlagen verschie-
dene Autoren verbesserte Theorien vor. Die einfachste
Erhohung der Genauigkeit lift sich durch die Einbezie-
hung der Querschubdeformationen erzielen, d. h. durch
den Ubergang zu einer Theorie, analog der Timoschenko-
Reissner-Mindlinschen Theorie. 'Es wurde jedoch festge-
stellt, da bei der traditionellen Definition der Steifig-
keitsparameter fiir die Schale (Einfiithrung von kinema-
tischen Hypothesen) diese Variante ebenfalls nicht an-
wendbar ist, wenn starke Inhomogenititen iber die
Schalendicke auftreten {1].

Wesentlich besser sind Vananten, die auf der von E. 1.
Grigoljuk, W. W. Bolotin und anderen Autoren einge-
fiilhrten Hypothese der gebrochenen Normalen beruhen.
Hier kann man eine verhiltnismiBig gute Ubereinstim-
mung der Berechnungen mit experimentellen Ergebnis-
sen bei Stabilititsuntersuchungen erzielen. Die Ordnung

des Gleichungssystems ist bei diesen Varianten jedoch

wesentlich hoher im Vergleich zur klassischen Theorie
einschichtiger Schalen. In der Theorie von E. I. Grigoljuk
ist die Ordnung des Systems doppelt so groB, in der The-
orie von W. W, Bolotin dreifach so grof [2].

In der vorliegenden Arbeit wurde als Grundlage fiir die
Theorie der Dreischichtschalen die Theorie einfacher
Schalen [3], [4], [5] genommen. Die einfache Schale ist
ein formales Modell, dessen Spannungszustand durch
gwei KraftgroBentensoren (Kriftetensor, Momenten-
tensor) vollstindig beschrieben wird. Dabei werden keine
Annahmen iiber den Charakter der Verschiebungen und
Spannungen iiber die Schalendicke getroffen. Die Grund-
- gleichung erhilt man mit Hilfe der Erhaltungssitze (Im-
pulssatz, Drehimpulssatz), der Symmetrietheorie (5. z. B.
[6]) und den asymptotischen Entwicklungen. Dadurch
kann man die Problematik auf die Bestimmung soge-
nannter spezifischer Moduli [1] zuriickfiihren. Wenn die-
se bestimmt sind, so ist die Theorie fiir die gegebene
Klasse von Schalen vollstindig formuliert. Die Theorie
diinner Dreischichtschalen unterscheidet sich bei dieser
Vorgehensweise von Theorien fiir andere Klassen von
Schalen nur in den Werten der Elastizititsmoduli.

In der Arbeit wird, wie das in der Kontinuumsmechanik
iiblich ist, die Tensorschreibweise verwendet. Um Ver-
wechslungen zu vermeiden, sind im Text die meisten
Symbole und Operationen erklirt. Hier nur kurz die
allgemeine Symbolik:
Symbole ohne Unterstreichungen stellen Skalare dar,
Symbole mit einer Unterstreichung sind Vektoren,
Symbole mit doppelter Unterstreichung sind Ten-
sOremn, .
wenn a und b zwei Vektoren sind, so ist a b ein dya-
disches Produkt (hier ein Tensor zweiter Stufe),a * b
ein skalares Produkt (hier erhilt man ein Skalar) und
axb ein vektorielles Produkt (hier erhilt man einen
Vektor),
wenn A und B Tensoren 2. Stufe sind, 80 kann man
sie folgendermaben darstellen: A =ab , B = ¢ d und
das Doppelskalarprodukt der Tensoren lautet A *+ B

=(b+ ¢) (@ d). B

1. Grundgleichungen der Theorie einfacher
Schalen

Als einfache Schale bezeichnet man laut Definition ein
gweidimensionales Objekt, dessen Spannungszustand
durch zwei KraftgroBentensoren vollstindig definiert ist.
Deshalb ist das kinematische Modell der einfachen
Schale eine materielle Fliche, bei der alle Elemente star-
re Punkt-Korper mit 6 Freiheitsgraden sind. Die Bewe-
gungen eines solchen Modells sind durch eine Vektor-
funktion R (x1,x2,t) = R (x%,t) und durch einen ortho-
gonalen Tensor P (x%, t) gegeben. Der Vektor beschreibt
die Translationsbewegung der Punkt-Kérper, der Tensor
die Rotationsbewegung. Hier sind mit x1, x2 die mate-
riellen Koordinaten der Fliche bezeichnet, der Parame-
ter t gibt die Zeit an. Die Vektorbasis der Fliche wird
wie folgt eingefiihrt:

0

* Ro(x%1) = 9o R(x* 1) = — R(x%¢) | (1.1)

ox¥

wobei die griechischen Indizes hier und spiiter die Werte
1, 2 annehmen. Weiterhin filhren wir den Vektor der
Einheitsnormalen N (x&,t) ein: IN| = 1, N - R = 0. Damit
haben wir eine Vektorbasis im Raum. Die kontravanante
Basis wird mit R*(x%, 1), N (x%,t) bezeichnet: R* - Rg
= §2%, R® » N = 0. Der Gradient ist in der aktuellen
(t#0) und Ausgangskonfiguration (t=0) folgenderma-
Ben definiert (Summation iiber unterschiedlich hohe
Indizes):

Grad F = R® 3, F

—_

grad k=¥

Hes

=% dq F , (1.2)
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wobei grad =97 = Grad|,-¢ , ¥* = R* (x%,0) und E ein
beliebiges Tensorfeld auf der Fliche sind.

Der Spannungezustand wird in der einfachen Schale
durch zwei unsymmetrische Tensoren 2. Stufe definjert

1(%,) - RoT®, 1= VR B T, N- -0, (13)

M(c%) = RoM®, M@ =/ B2 B Mgy, N-M=0. (L4

Hier sind T ,) und M, die physikalischen Krifte- und
Momentenvektoren, die je Lingeneinheit der Kurve x& =
konst. wirken und dabei die Reaktion des Kontinuums,
welches sich auf der Seite des Zuwachses der Koordinate
x® befindet, modelliert. Entsprechend kann man T und

M als Cauchysche Krifte- und Momententensoren be-
geichnen. Dabei gelten folgende Formeln:

Toy=2-T,Myy=p-M, lvl=1,2-N=0. (1.5)
Die Vektoren T,y und M) wirken auf Flichen, die
dem Vektor v (x%, t) orthogonal sind.

Die Bewegungsgleichung kann man in den beiden ge-

briuchlichen Formen angeben. In der aktuellen Konfi-
guration lauten sie:
DivI+pE = p(x+8] - @)°, 16)

Div +£I+9L=p(glni+22_@'+

=

i a7
'l'pi.xg . ﬂ_

Hier bedeuten: p(x%,t) — die Massendichte, pF und
pL — die duBere Kraft und das dufere Moment je Fli-
cheneinheit, T, =Ry xT% 6, und 85 — der erste und
gweite Trigheitstensor, die die Massenverteilung inner-
halb der PunktKorper kennzeichnen, v und & — die

kineare und die Winkelgeschwindigkeit der Punkt-Korper
. 1

cety-Ra%y, Q=-5[E-R). (8

. d

Der obere Index T bedeutet , transponiert”™, () = Ty

und die Divergens filhren wir folgendermafien ein:
Div § = R¥- 3,8, ¥5Gx"n.

Das Massenerhaltungsgesetz gibt den Zusammenhang
gwischen den Dichten in beiden Konfigurationen an

\A(Ia*rt) p(x%,1) = p, (:a) Va

A T det(Ry * Rp) » a=A(x",0).

(1.9)

Die Triigheitstensoren kann man wie folgt definieren:
0,(:%,H =B (1) - €° () - R (%),
2:_ (x%) = 2;. (Iast)| t=0 °

wobei P (x®,0) = E (Einheitstensor) vorausgesetzt wird.

Die konkrete Form fiir p (x%,t) und ga(x", t) hingt von
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(1.10)

der Spezifik der zu betrachtenden Aufgabe ab. So libt

sich . B. fiir Schalen mit konstanter oder sich schwach
indernder Dicke zeigen, daf folgende Formeln gelten:

o

Po=<Po>, Po8] = <Poz>axm,

Po gn = <P, z*>a ,

wobeia =¥r , r (x%)= R(x%,0) , n =N (x*0) sind und

P, (x%) die Dichte des dreidimensionalen Kontinuums in
der Ausgangskonfiguration, z der Abstand in Normal-
richtung von der Bezugsfliche bedeuten und die eckigen
Klammern wie folgt definiert sind:

< £(x%,z)> = [ £(x%2) (1-22H +2°K) dz, Mi. (1.12)

Die Integration erfolgt iiber die Dicke der Schale und H
und K sind als mittlerer und GauBscher Kriimmungs-

radius eingefiihrt.
Nach Definition der Kirchhoff-Piolaschen Krifte- und

Momententensoren

In= /% @Grdr) -1,

Mp= /A (Gredr)” - M

kann man die Bewegungsgleichungen (1.6) und (1.7) in
der Ausgangskonfiguration darstellen:

(1.13)

T »
V- T +pE=po(x+8-2), (1.14)

UM+ VR Iy tpl =
(1.15)

. T
=pu(21 '1"'22 » §2) +Pu1"§1 - 82

Bei gewissen Einschriinkungen auf die Klasse der be-
trachteten Schalen [5] wird die Verformung der einfa-
chen Schale durch folgende Deformationstensoren de-

finiert:

g =%(?E-VET__%)’ I.=VE-=-E ; (1.16)
- ==I‘g'£T YR’ + %g'g'VE R’ ¢
+2he (1.17)
2_ =
Hier sind
b-c=Wnxn, K'-a“B" =
} “% a2 R") - b- g, (1.18)

Der Tensor ¢ enthilt die Dehnungen und Gleitungen in
der Bezugsfliche, 7 ist der Querschubdeformationsvek-

tor und P der Biegeverformungs- und Verdnllungstensor.

(1.11)
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Fiir elastische Schalen kann man ein elastisches Potential
W(E-’ _f-’.f-_’ Y) einfiihren. Die Krifte- und Momententenso-

ren lassen sich als Ableitungen dieses Potentials darstel-

_ oW ow ow. T . x T
;.H~Evf_t+§:£ £+(3£ K'+a-P
1 oW ow.T
hé]‘[*ﬁ VR-P-a-P" . (1.20)

Um eine geschlossene Theorie zu erhalten, muf man eine
konkrete Form der Deformationsenergie annehmen. Nur
in diesem Punkt unterscheiden sich die verschiedenen
Schalenklassen in der Theorie einfacher Schalen. In der
vorliegenden Arbeit werden im weiteren nur diinne Drei-

schichtschalen betrachtet.

2. Die Deformationaenergié far ‘diinne Drei-
schichtschalen

Alle Informationen iiber die physikalischen Eigenschaf-
ten der Schale sind in der Struktur der Deformations-
energie enthalten. Treffen wir folgende Einschrinkun-
gen:

a) Die Schale sei aus steifen Materialien, welche nur ver-
hiltnismibig kleine elastische Verformungen zulassen
(Ausschluf von Elastomeren).

b) Das dreischichtige Paket sei relativ diinn, d. h. h/L
<€ 1, wobei h die Gesamtdicke des Pakets und L die
kieinste charakteristische Lingenausdehnung der Be-
zugsfliche sind.

Bei diesen Einschrinkungen kann man die Deforma-
tionsenergie als quadratische Form annehmen:

+_2¢-£3-t£+%1-£¢1 + - (2_]_)

dabei sind 21' gz, 23 Tensoren 4. Stufe:,_E_l, £2 Tenso-

ren 3. Stufe und [ ein Tensor 2. Stufe. Diese Tensoren

heifien Elastizititstensoren. Ohne weitere Einschrinkun-
gen vorzunehmen, kann man zeigen, dab die Elastizitiits-
tensoren folgenden Bedingungen geniigen miissen:

g..gl-_-g_l..g? g..ga-_-ga..g, g..glﬂ),

=3

glrgz=0, -E—,‘. 1:0, (2.2)
dabei sind d ein beliebiger, ¢ ein schiefsymmetrischer
Tensor 2. Stufe.

Die Elastizititstensoren hingen von den Materialeigen-
schaften und dem Aufbau der Schale in den betrachte-
ten Punkten ab. Auf Grund der Einschrinkung b) kann

man annehmen, daB die Elastizititstensoren nicht von
den Kriimmungsradien der Bezugsfliche abhingen. Der
Fehler hat dabei die Grofienordnung 0 (h/R), wobei R
der Betrag des minimalen Krimmungsradius ist. Im
Weiteren wird angenommen, daB die Schale aus drei
orthotropen Schichten besteht, wobei zwei Symmetrie-
ebenen im Paket existieren. Diese Symmetrieebenen sind
zu folgenden Vektoren orthogonal e;(xq), €2(xo) -

e1°€2-0,legl = 1, e o *n = 0. Dann kann man zeigen,
daf die Elastizititstensoren folgende Form haben [7]:

) | 1 1
C1=Cla18)+Cyp2282+C o (2122%a22y) +

1 :
+ Clagay, : 23)

_ 3 3 3
C3=Cy,a323+C,,8082+C; (azaq+tagag)+

3 3
Pt G, @9

2
+C24£224+C2 a4gl+C agd9, (25)

I‘=I‘1%1+I‘2§2, ;l:{)’ 22':0. (2.6)

Hier sind C) sy Do die elastischen Moduli, welche
expﬁrimentehl bestimmt werden miissen. Dabei werden
Tensoren 2. Stufe als Basis verwendet:

}

il
v

i3

a)=27¢18) T&282, 227518 — 22

@.7)

£y €2t exe .

Fiir Schalen aus apolarem Material (7 --¢ =0, wenn g der
Spannungstensor in der dreidimensionalen Elastizitits-
theorie ist) verschwinden Cf , und CEI :

Somit wird eine diinne Dreischichtschale aus apolarem
orthotropen Material durch 15 Moduli beschrieben. Die
Anzahl der Moduli LiiBt sich im Rahmen dieses Material-
modells nicht verringern. Im Falle einer orthotropen

Schale mit symmetrischem Aufbau iiber die Dicke (die
auBeren Schichten sind gleich und als Bezugsfliche wird
die geometrische Mittelfliche genommen) ldBt sich zei-
gen, daf Gy = 0 wird. Wenn eine Schale aus transversal-

isotropen Materialien besteht, so kann man zeigen, dals
1 =C}, =T, =0sindund Cy, = cl, C3, =C;,
werden. Solches Material liBit sich mit 5 Moduli beschrei-
ben. Wenn die Schale aus transversal-isotropen Materia-
lien besteht, jedoch eine Symmetrie in Normalrichtung
fehlt, so miissen die Elastigititstensoren transversal-

isotrop sein:
1 _ 1 I _ 3 _ e P _ - |
Cye = 44,(:12-c§4-o,cg2—cwc“-c§3-cf3-o,
Cop =~ Co4 T2 =0
25



Diese Klasse von Schalen wird durch 7 Moduli beschrie-
ben.

Hier seien die elastischen Moduli filr dreischichtige Scha-
len mit orthotropen Schichten angefiihrt. Eine Methodik
gu ihrer Bestimmung mit Hilfe von mathematischen Ex-
perimenten ist in [7] dargestellt. Das Hookesche Gesets

fir orthotrope= Material [8] lautet (Index i — Konstan-
ten der i-ten Schicht):

i i

Die Bezugsfliche sei die geometrische Mitte der Schale.
Die Schichtdicken he.tragen Hl = h-—hl . H2 = hl +h2 .
Hs =h—h2, H; +H2 +H3 =2h.

. Ty 1 2 » 1 2 2 _
AuBerdem sei H, = 'f(hz_hl)’ H, = E(hl -h, )s H; =
1.2 o, g%%_ 3 13, y*_Llna3.,3 ..
E(hz'h ), Hl "§(h "hl)*Hz —-3-(h1+h2),l-13 =

%(hﬁ'3 —hg). Die Bezeichnungen entsprechen Bild 1.

Ju 1 [ V
$=Eul_¥uy_$oli gl+g_v=111‘
1 E2 E3 y . Giz
nz Ey =vg) By,
av 1 pi pi 3
g: -—iﬂy—‘gi-lﬂ “—2—i—3xﬂm, a—“'l' g_wz ‘rl_! ,
E2 'El E3 : N Gi3
v13 Ej =v3 E3, —
ow 1 v, vy
— T -0, — kL Iy — ﬂ oy ov , 0w _Tys . Wenn man folgende Abkiirzungen verwendet:
p A El El El 0z ay G’i . 92 . .
3 1 2 23 p! : 2!
_ 1 12 i_1 1 1 12
- Ai - i i i ¥ Al - 4 . + . .
l’23 E2 - l’32 E3 . El E2 E2 A'l Ei E; E; p;
| i .
i_ 1 /1.1 %) i 1 f1 1
i (g e M)
1 9 2 E2 E:l
80 lassen sich die Flastizititsmoduli als Summen cimiihren,
cd -zaAl . =zHA, c.-=zHAl K ¢! -zHG!
, Al =T H.A!, =T H.G:_, 28
2. = _zH'A! G2, =T HAL -_THAL, G2, =zHAl, C_ -_zH'G
Ca _ LA _ »e 3 3 a8 ; 3 ae
-sH Al @@ =zH AL, =zH Al,¢i_ -TH G,
(Summation firi = 1, 2, 3).
Die Querschubsteifigkeiten I'; und I'y laseen sich nicht
in Form eines geschlossenen Ausdrucks angeben. Sie
werden durch die kleinsten positiven Wurseln folgender ,
transzendenter Gln. bestimmt: -
2 ~1 i 2 _ i i
o =G5/ Gy, Bi=GCyp/613
costy A(h—hy) -1 —sinay A(b; *+by) 0
1 '
G,, 0y sinay Ah—by) O ~ G2, ap cos g A(hy +hy) 0. .
(2.11)
0 cosay A(hy +he) 0 —cosas A(h—hs)
5 | .
0 G3, @2 sinay A(hy +hy) oy G2, ag sin a3 A(h—hy) - a



Die Ldsungshedingung lautet det(A)=0, woraus A, als kleinste positive Losung folgt.

c0e by n(h~hy) -1 —sinf, (b + by) 0

Gy singy n(h—hy) 0 -G byoosfynlythy) 0 |1
0 cos B 1l +hy) 0 — cosBy n(h—hg)
0 G}y Ba sinfp n(hy +hy) By G5 B3 sin 3 n(h—hy)

Die L3wmmgabedingung lautet auch in diesem Fall det(n)
= 0, worsns 7,, als kleinste positive Lsung folgt.

Fir I') und I'y erhiilt man die Ausdriicke:

(1 + M), €L, —(€2)")

I} =
1
2C,,

(2.13)

NG, et — )%
2 CL

Fir des in den nichsten Abechnitten betrachtete Bei-
spicl beadtigen wir den Spezialfall einer Schale aus iso-
tropea Schichten {9] mit Symmetric in Normalrichtung,

I‘,=

d h mit gleichen AuBenschichten:
l55(1! ~hy) | Eply o
cll-l =4 = 1—» 1 —py °
2 (2.14)
EG-by) Eph
C;z Az - 1+l-rl 4wy °
& E(h3-h)) Ezha
:Cl =
3 3(1 —v) 3(1 3u2) 2.15)
c, E(®-h ) E2 hy
=G “3(1+v) 3(1+ vo) '
I =C=Cy/h2, ' (2.16)

7 ist die kleinste positive Wurzel der Gin.
G dny(l —a) sinya — Gy cosy(1—a) cosya=0, (2.17)
b =ah,0Ka<1,G=E/2(1+v), Gy=E5/2(1+1y).

In den Gin. (2.14) bis (2.17) bedeuten E, v, h—h
Youngscher Modul, Querkontraktionszahl und die
Dicke dexr dmberen Schicht, Ez, Vo, hl —_ Ynungacher
Modul, Querkontraktionszahl und die halbe Dicke der
Mittclechicht (vgl. Bild 2).

'ff’fj T EE rr.r.r WA WL J'

- VOIIIN IS T TITITITE

In=e){(A;+Ay) ¢

3. Das Verzweigungsproblem bei Gleichgewichts-
untersuchungen fiir den dreischichtigen Strei-

fen

Gegeben sei eine Platte mit symmetrischem Aufbau iiber
die Dicke. Die Besugsfliche falle mit der Mittelfliche zu-
sammen. Als mteridle Koordinaten der ¥liche wihlen
wir x! = x, x* = y. Eine Plattenansdehnung sei so groB,
dab man die Platte als Streifen mit Ix| <1 und lyl < o
betrachten kann. Der Streifen sei an den Rindern x =+ 1
durch Lingskrifte der Intensitit p = konst. begrenst
(3. Bild 2). Die Bezugsfliche ist durch den Vektor
r =x¢) tyeo definiert. Hier sind ¢ ,, orthogonale Ein-
heitsvektoren. Der Nablaoperator nimmt die Form
0 d

V=¢15- fe2gy A

Die Verformungen lassen sich folgendermaBen einfithren:
R=r +u(x)e; + wx)n, 3.1)

P(xy) =ezep +coe Y (x}(E~ezep) +

+ siny (x) eaxE. .(3-25

Hier sind u, w die Lings- und Normalverschiebungen,

¥ der Verdrehwinkel der Punkt-Kdeper der Fliche. Die
Gln. (1.14) und (1.15) werden damit su

V-I-=o0, V‘ﬁ*WBT'lH)::::o‘ (3.3)

Fiir Platten gilt b + ¢ = 0. Somit erhalten wir als Defor-

mationstensoren entsprechend den Gln. (1.16) bis (1.18)
und (3.1), (3.2): |

erenerer s ean= 3+ 213+ (@Y, @
o=2Y

Y=mne. m =<u§)m "':x'!""‘*“' (3.6)

Die konstitutiven Gln. (1.19) und (1.20) werden su

e t(A)j~Aj)ese5] +

du
te€)1(A1+Ay) g 5 ‘TimeD+

(—) (C1+Cz)eze2, D=siny ¢, +cos¥n, (3.7)
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Mp= g [C1#Ca)er 65— (C1—Calege; KE-DD) -

ddl du du
& G1—C2)e2 (——— -DD) (3.8)
wobei Ay, ..., den Gin. (2.14) bis (2.16) entsprechen.
Die Randbedingungen lauten:

x=tl: e;*Tre;=p, uces=0,w=0, (3.9

El'

=

e3=0, Peeg=¢e,. (3.10)

Damit haben wir eine nichtlineare Randwertaufgabe fiir
die Funktionen u, w, { erhalten.

4. Die Losung der Randwertaufgabe und Bestim-

mung der kritischen Last

Da T 1y und My nur von x abhiingen, folgt aus G1. (3.3)
e *Tn=qe) +q2¢3 +q3n , g;=konst(j=1,2,3) . (4.1)

Entsprechend Gl. (3 9) ist q; = p. Wenn man Gl. (4.1)
auf die Orte ¢4, n abbildet, erhilt man folgendes Glei-

chungssystem: |

en (A AN (1+ ) + Prysiny=p, q2=0,  (42)
€11 (A1+Az)g—: + Iyp cosyy =qy .

Da

(WRT - Tp)y = —qzep+

ist, folgt aus der zweiten Gl. (3.3) unter Beachtung der
Gl. (3.8)

é(!xa)

dy

[(Cl""cz) — t wWp —uqg — q3x] fi:knnst, (4.3)

hierbei ist ¢ ein konstanter Integrationsvektor. Da die

Aufgabe besziiglich x = 0 symmetrisch ist, wird q3 = 0.

Die Bedingung (3.10) ergibt 3_4’ = (1 bei x = £ |. Daher ist
X

der Vektor ¢ nach Gl. (4.3) und Bedingung

w{(x = 2 1) = 0 Null. Somit erhilt man

dy
(Cl + Cz) d—x~ + Pw - 0 N (4.4)

Das System (4.2), (4.4) ergibt bei q3 = O drei Gln. zur
Bestimmung der 3 gesuchten Funktionen. Dieses System
hat bei allen Werten fiir p Losungen der Form

u(x) #0, w=0, ¢v=0, (4.5)
u=0, w=0, ¥ =y, =konst, W,[<7. (4.6)

Im ersten Fall erfihrt der Streifen die reine Zug-Druck-
deformation, im zweiten Fall die Querschubdeforma-
tion. Zuerst wird der Fall (4.6) untersucht:
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du
s S

!—H =T Bin'pnﬁl (Eilll,bn_gl + Uﬂﬂwﬂﬂ) ’ h=4]'[ ={).

Als Randbedingung haben wir

Isin® ¢, =p, | (4.7)

welche beip > 0 und pr—l <1 a-ﬂ'illt werden kann. Da-
mit wird die Gleichgewichtsgl. o (Tpy), = O,

sin Y, cos ¥, =0,

Vo = i-;— . Eine Gleichgewichtskonfiguration tritt folg-

lich nur bei einer Zughelastung p = I' auf. Zur Unter-
suchung der Stabilitit bctraq.,htet man eine unend-

lich nahe Knnﬁgmatmn U w 2

endlich klein sind. Man kann zeigen, daB gemischte
Gleichgewichtsformen nicht existieren, d. h. die Konfi-
guration ist stabil gegeniiber kleinen Auslenkungen. Je-
doch ist diese Konfiguration physikalisch nicht interes-
sant, da sie groBen Querschubverformungen entspricht
(yy = £ 1), bei denen die Energie offensichtlich nicht
mehr in der quadratischen Form (2.1) darstelibar ist.

Im Falle der Untersuchung des Zustandes (4.5) erhilt
man statt des Systems (4.2), (4.4) nur eine Gl.

lk wobei u, w, up un-

)= plA+Ay), B> 1. (48)

Bei Zughelastung (p > ) erhilt man nur eine Losung.
Bei Druckbelastung (p < 0) muB man folgende Fille,

die der Bedingung 32 > — 1 geniigen, unterscheiden:

1 P N
a < <0 zwei Losungen,
) "33 A Az "

Ay + Ay
b) p< keine Lésung,
) p 33 ng
¢) p=—(A; +Ay)/3v3 eine Losung.

Dieses Verhalten des Streifens bei Druck liBt sich schwer
mit intuitiven Vorstellungen in Ubereinstimmung brin-
gen. Das hat seine Ursache darin, dab auch hier die De-

formationsenergieannahme in der Form (2.1) nicht aus-
reicht. Physikalisch 1abt sich nur die Losung bei daxl—l— <1

in Gl. (4.8) angeben, d. h. bei [p/A; + Ayl €1 (die Be-
lastunggintensitit mufi klein sein). Diese Einschrinkung
wird nur bei geniigend steifen Schalen erfiillt. Die
+kleine’” Losung der Gl. (4.9) lautet

pX
= : - 4,

TR YA, (*49)

Gemeinsam mit der Konfiguration (4.9) wird ein unend-

lich naher Zustand betrachtet:

~ PX ~_ "'""'=

u-A1+A2+ul,w wy, ¥=¥,. (4.10)

Hier sind uy, wy, ¥y unendlich kleine Grdfen. Nach Ein-

setzen der Ausdriicke (4.10) in die Gln. (4.2) und (4.4)
und nachfolgender Linearisierung erhilt man folgendes

Gleichungssystem:



*1_ ptl d'l_ tw’1 P _
& NG =0 o G Gy 170
(4.11)
dw +T d‘l’fl
0.8 ety -0, vy o 2Dy 81

pll
(C,+Cy)(p+IN) -

Bei p > 0 hat dieses System nur eine triviale Losung. Bei
P < 0 erhilt man folgende, den Randbedingungen genii-

gende Loeurg:
_2n-1

wy -Ac08K X, K = 21 T.

Das bedewtet, dafs im Falle des gedriickten Streifens ein
Versweigmmgsproblem auftritt. Der kleinste Wert Ipl, bei
dem mebwere Lasungen auftreten, wird kritische Bela-
stmag py . genannt. py,. kann man nach folgender Gl. be-

rechmen

2 Gy +Co
e = — (4.13)

48 GG 22 |

I' 4)2
Bemm der Streifen aus drei gleichen Mat.f-;rialien besteht,
so =t
2Eh3 72
.- = , I'= Gh — .
"l 3(1 —»?) 6 |

Nach Eimsetzen in Gl (4.13) erhiilt man die Eulersche
kritmche Belastung mit einem kleinen Korrekturfaktor

fix dem Querschub:
E 2 2Eh? 1

Fr © 4p 3(1-7) |, 2 B
1-» )2

Fir eimachichtige Schalen mit h2/12 <€ 1 kann man diesen
Emflub vernachlissigen. Fiir mehrschichtige Streifen mit
G, € G wird der EinfluB wesentlich, da

C+C g2 ~1
r 412

sogar bei h?/I2 € 1 wird. Dies Lifit sich damit begriinden,
daf die Querschubsteifigkeit in diesem Fall sehr klein
sein kann

5. Numerische Ergebnisse und ihr Vergleich mit
bekannten experimentellen und theoretischen

Ergebaissen

Die GL (5.13) vergleichen wir mit Ergebnissen aus [10].

Die iuberen Schichten bestehen aus Duraluminium

D—16T mit folgenden WerkstoffkenngrdBen: E = 6,96

« 10% N/cm?, » = 0,3. Die Fiillschicht besteht aus ver-

schicdenem Sorten von Phenoplasten mit v, = 0,4. In
du

allen betrachtctem Fillem war o 0,001. Die Moduli

iy T

wurden nach den Gin. (2.14) und (2.15) emmittelt. Fiir
die Querschubsteifigkeiten wurden 3 Methodiken ver-
wendet

a) nach den GIn. (2.16), (2.17),

b) nach T, = ™ G(h—hy) + Gy by, 5.1)
¢) nach[, = w2 SGzhy (h—hy) (5.2)

6 4G2h1 +G(h-—hl) )

Die Formeln (5.1) und (5.2) stellen magliche ,,Schal-
tungsmodelle™ der Steifigkeiten dar. Die Formel (5.1)
entspricht dabei einer Parallelschaltung der Schichten,
analog den eingefiihrten Steifigkeitsmoduli (2.8) bis
(2.10). Dies kommt der Annahme kinematischer Hypo-
thesen gleich. Die Formel (5.2) stellt eine Reihenschal-
tung dar. Man kann zeigen, dab

,, <T<T,

ist. Aus Gl. (5.13) folgt, dab die kritische Belastung sich
mit der Abnahme der Querschubsteifigkeit verringert.
Daraus folgt

Par (Fea) S Ppr (T) S (1) -

Es ist zu erwarten, daf die experimentellen Werte Pe
unter den Werten py (T") liegen. In der Tabelle 1 werden
die Ergebnisse einiger Beispiele angefiihrt. Mit P:r wird
die kritische Belastung nach [10] bezeichnet. Die Be-
rechnung dieser Werte ist wesentlich komplizierter, als
die Berechnungsmethodik in diesem Artikel. Aus der
Tabelle ! ist erkennbar, dafi die Annahme kinematischer
Hypothesen nicht befriedigt. Dies war auch der Grund
zur Formulierung komplizierterer Theorien. Allgemein
liibt sich feststellen, daB

Prr (Is4) S pe <y, (T)

ist und der Unterschied zwischen py, (T,,) und py . (")
in den Beispielen nicht mehr als 20 % betrigt. Das be-
deutet, daBi man den Bereich der experimentellen Werte
verhiiltmismiibig stark einengen kann. Der Vergleich von
Py, (I) und p;r ergibt, daB die Werte, die mit der ein-
facheren Theorie erhalten wurden, qualitativ gleich mit
pl:r sind.

" Tabelle 1

Ne | by ha a rq |
cm cm cm cm

_:.-lﬂﬂ 0.%00 40 345 {0,321 [ 0383 | 0,459 (0,482 4157 [ Q478
.ﬂ.ﬁﬂﬂ 0.050 40 345 |1.470 Iﬂ.?ﬂ? 0,725 [ 0,834 |1.706 0677
0,790 {0,100 BS 389 |0516 | 0808 |0776 |0.810 | 6,508 0738
800 |Q050 & 345 (0,645 | 0.705 (0810 (0872 | 4,161 Qe10
1.000 (4050 &0 345 (0705 | 0.981 | 1132 [1,209 | 6359 0933
1000 [ 0,050 &0 345 |0958 ! 1.264 | 1,479 | 1,541 | 5,364 | 1,109
1000 | A4S0 &0 345 [1084 | 1,389 | 1550 | L.890 6JI66 ‘II.I.EE
4%040 | 0120 &0 348 5136 LZZ‘I! 2303 [2,725 | 4,670 | 2558
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