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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 02~01~00514).

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîñòðîåíèå òåîðèè íåëèíåéíî-óïðóãèõ ñðåä ïðàê-
òè÷åñêè çàâåðøåíî, à íåðåøåííûå ïðîáëåìû ñâÿçàíû ñ íåóïðóãèìè ìàòå-
ðèàëàìè. Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêà î÷åðòèòü îáùèå êîí-
òóðû òåîðèè íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, êîòîðàÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, íå èñêëþ-
÷àëà áû âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ èçâåñòíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ.
Îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ÿñíîìó ââåäåíèþ îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Íîâèçíà
ïðåäëàãàåìîé òåîðèè â ñëåäóþùåì. Èñïîëüçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâåííîå îïè-
ñàíèå. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ôîðìóëèðóþòñÿ äëÿ îòêðûòûõ ñèñòåì.
Äàåòñÿ íîâàÿ òðàêòîâêà óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè, ïðè÷åì ýíòðîïèÿ è
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ââîäÿòñÿ ïîñðåäñòâîì ÷èñòî ìåõàíè÷åñêèõ àðãó-
ìåíòîâ. Ñóõîå òðåíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè ñðåäû ââîäèòñÿ ÷åðåç àíòèñèì-
ìåòðè÷íóþ ÷àñòü òåíçîðà ñèëîâûõ íàïðÿæåíèé. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çà-
äàåòñÿ â ôîðìå, îäíîâðåìåííî ïðèãîäíîé äëÿ ãàçîîáðàçíûõ, æèäêèõ è
òâåðäûõ òåë. Ïðè ýòîì ôàçîâûå ïåðåõîäû â ñðåäå îïèñûâàþòñÿ áåç
ïðèâëå÷åíèÿ êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Î ÿâëåíèÿõ ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà

ßâëåíèÿ, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà,
ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà îáøèðíûõ è ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íûõ êëàññà èëè
ðîäà. Ê ïåðâîìó ðîäó îòíîñÿòñÿ ÿâëåíèÿ, êîòîðûå ìîæíî èçó÷àòü íà îñíîâå
ïîíÿòèÿ ìàòåðèàëà, êîòîðîå ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïî÷òè òîæäåñòâåí-
íî ïîíÿòèþ ãëàäêîãî äèôôåðåíöèðóåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ. Íåñòðîãî âûðàæà-
ÿñü, ê ïåðâîìó ðîäó îòíîñÿòñÿ ÿâëåíèÿ, ïðè èçó÷åíèè êîòîðûõ äîïóñòèìî
ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñåäíèå ÷àñòèöû ìàòåðèàëà îñòàþòñÿ ñîñåäÿìè â òå÷åíèå âñåãî

ÓÄÊ 539.3

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß  ÒÅÎÐÈß
ÍÅÓÏÐÓÃÈÕ  ÑÐÅÄ*

Ï.À. Æèëèí

Èíñòèòóò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ ÐÀÍ,
Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêèé ãîñóäàðñòâåííûé ïîëèòåõíè÷åñêèé óíèâåðñèòåò

E-mail: zhilin@mail.admiral.ru



4 Óñïåõè ìåõàíèêè

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåóïðóãèõ ñðåä

èññëåäóåìîãî ïðîöåññà. Â êà÷åñòâå êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðîâ çäåñü ìîæíî óêà-
çàòü íà òåîðèþ íåëèíåéíî-óïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, êîíòèíóàëüíóþ òåîðèþ äèñëîêà-
öèé, òåîðèþ íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, îñíîâàííóþ íà ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëÿõ [1, 2],
ðÿä òåîðèé ïëàñòè÷íîñòè* [3], òåîðèè ìèêðîïîëÿðíûõ ñðåä è äð. Èíûìè
ñëîâàìè, ê ïåðâîìó ðîäó îòíîñÿòñÿ òå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èññëåäîâàíû
íà îñíîâå òàê íàçûâàåìîãî ìàòåðèàëüíîãî (ëàãðàíæåâà) îïèñàíèÿ. Ïðè
îïèñàíèè ÿâëåíèé ïåðâîãî ðîäà øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ïîíÿòèÿ êàê
ìàòåðèàë, îòñ÷åòíàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ìåðû äåôîðìàöèè, ìàòåðèàëüíûå ëèíèè,
ïîâåðõíîñòè è îáúåìû. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû çàïèñûâàþòñÿ ïðèìåíè-
òåëüíî ê ìàòåðèàëüíûì îáúåìàì. Óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, îïðåäåëÿþùèå ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëà, ïîñòóëèðóþòñÿ äëÿ áåñêîíå÷íî ìàëîé ÷àñòè ìàòåðèàëà, è ñ÷è-
òàåòñÿ, ÷òî ñâîéñòâà ñðåäû â öåëîì âïîëíå îïðåäåëÿþòñÿ ïîâåäåíèåì åå áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ ÷àñòåé. Ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ ÿâëåíèé ïåðâîãî
ðîäà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñòðîãîé è ëîãè÷åñêè íåïðîòèâîðå÷èâîé. Ñ ïðèêëàä-
íîé òî÷êè çðåíèÿ òåîðèÿ ÿâëåíèé ïåðâîãî ðîäà ïîçâîëÿåò óäîâëåòâîðèòü
âåëèêîå ìíîæåñòâî ïðàêòè÷åñêèõ ïîòðåáíîñòåé. Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóþò
äðóãèå ÿâëåíèÿ, êîòîðûå íåâîçìîæíî îòíåñòè ê ïåðâîìó ðîäó.

Êî âòîðîìó ðîäó îòíîñÿòñÿ ÿâëåíèÿ, â êîòîðûõ ÿðêî ïðîÿâëÿåòñÿ äèñêðåò-
íîå ñòðîåíèå òâåðäûõ òåë. Îòìåòèì íåêîòîðûå èç íèõ. (Ñàìûì èçâåñòíûì èç
ÿâëåíèé âòîðîãî ðîäà ÿâëÿåòñÿ, êîíå÷íî, òóðáóëåíòíîñòü â æèäêîñòè.) Íèæå
îáñóæäàþòñÿ, ãëàâíûì îáðàçîì, òâåðäûå òåëà. Ìíîãèå âåùåñòâà èìåþò êðèñ-
òàëëè÷åñêîå ñòðîåíèå, ñòðóêòóðà êîòîðîãî õîðîøî èçâåñòíà. Ìíîãèå ÿâëåíèÿ,
êîòîðûå èìåþò ìåñòî â ñôîðìèðîâàâøèõñÿ êðèñòàëëè÷åñêèõ òåëàõ, ÷àñòî ìîãóò
áûòü îòíåñåíû ê ïåðâîìó ðîäó. Îäíàêî ïðîöåññ ðîæäåíèÿ êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè äî ñèõ ïîð íå îïèñàí óäîâëåòâîðèòåëüíûì îáðàçîì è îòíîñèòñÿ ê
ÿâëåíèÿì âòîðîãî ðîäà. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò äåëî ñ òåîðèåé òðåùèí â ìàòåðè-
àëå: îïèñàíû ïðîöåññû ðîñòà òðåùèí, íî íå èõ âîçíèêíîâåíèÿ. Ê ÿâëåíèÿì
âòîðîãî ðîäà îòíîñÿòñÿ ïðîöåññû ôðàãìåíòàöèè ìàòåðèàëà, âîçíèêíîâåíèÿ
ëèíèé Ëþäåðñà, íåêîãåðåíòíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ìàòåðèàëàõ** è ìíîãèå
äðóãèå ÿâëåíèÿ. Íåëüçÿ îïèñàòü êàê ÿâëåíèå ïåðâîãî ðîäà è òàêîé õîðîøî
ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷åííûé ïðîöåññ, êàê ñèëüíîå (ìíîãîêðàòíîå) ðàñòÿæå-
íèå îáðàçöà, ïðè êîòîðîì ñâîáîäíàÿ ïîâåðõíîñòü ðàñòÿíóòîãî îáðàçöà âêëþ-
÷àåò ÷àñòèöû, êîòîðûå äî äåôîðìàöèè áûëè âíóòðè îáðàçöà. Âî âñåõ ýòèõ
ïðèìåðàõ ìàòåðèàë íåëüçÿ ìîäåëèðîâàòü ãëàäêèì äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãî-
îáðàçèåì è, êàê ñëåäñòâèå, òåðÿþò ñìûñë ïîíÿòèÿ îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè,
ìàòåðèàëüíûõ ëèíèé è îáúåìîâ. Íåêîòîðûå ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòàíîâëåííûå
ôàêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ÿâëåíèÿì âòîðîãî ðîäà, áóäóò îïèñàíû íèæå.

Òåîðèÿ ÿâëåíèé âòîðîãî ðîäà, ïðîèñõîäÿùèõ â òâåðäûõ òåëàõ, ïî÷òè íå
ðàçðàáîòàíà è èìååò ðÿä ñóùåñòâåííûõ îñîáåííîñòåé [5, 6], êîòîðûå ïîðîæäà-
þòñÿ íåâîçìîæíîñòüþ èñïîëüçîâàíèÿ êîíöåïöèè ìàòåðèàëà. Ïåðå÷èñëèì íå-
êîòîðûå îñîáåííîñòè, êîòîðûå ïî íåîáõîäèìîñòè äîëæíû áûòü ïðèñóùè
ëþáîé òåîðèè ÿâëåíèé âòîðîãî ðîäà. Ïåðâàÿ. Âìåñòî ìàòåðèàëüíîãî îïèñà-

 * Êðèòèêó ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîåíèþ òåîðèé ïëàñòè÷íîñòè è îïèñàíèå íåêîòîðûõ èç âîçíèêàþùèõ
çäåñü ïðîáëåì ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [4].
** Êîãåðåíòíûå ôàçîâûå ïåðåõîäû, ïðîèñõîäÿùèå áåç ðàçðûâîâ ïîëÿ ïåðåìåùåíèé, ìîæíî îòíåñòè ê ÿâëåíèÿì
ïåðâîãî ðîäà.
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íèÿ íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðîñòðàíñòâåííîå (ýéëåðîâî) îïèñàíèå*. Â ÷àñ-
òíîñòè, âñå èñïîëüçóåìûå îïåðàòîðû äîëæíû áûòü îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå,
ò.å. â ñèñòåìå îòñ÷åòà, à íå â ìàòåðèàëå. Âòîðàÿ. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû
íåîáõîäèìî ôîðìóëèðîâàòü äëÿ òåë ïåðåìåííîãî ñîñòàâà, ò.å. äëÿ îòêðûòûõ
ñèñòåì, èáî â äàííîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íàõî-
äÿòñÿ ðàçíûå ÷àñòèöû òåëà. Òðåòüÿ. Íåîáõîäèìî ñòðîãî ðàçëè÷àòü ïîíÿòèÿ
ïëîòíîñòè ÷àñòèö â äàííîé òî÷êå ïðîñòðàíñòâà è ïëîòíîñòè ìàññû, èáî, íàïðè-
ìåð, ïðîíèöàåìîñòü òåë îáóñëîâëåíà ïëîòíîñòüþ ÷àñòèö, à âíóòðåííèå âçàèìî-
äåéñòâèÿ îáóñëîâëåíû ïëîòíîñòüþ ìàññû. Â òåîðèè ÿâëåíèé ïåðâîãî ðîäà
ýòè äâå ïëîòíîñòè âûðàæàþòñÿ îäíà ÷åðåç äðóãóþ è íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìû-
ìè ôóíêöèÿìè. ×åòâåðòàÿ. Ñóùåñòâåííî âîçðàñòàåò ðîëü óðàâíåíèÿ áàëàíñà
ýíåðãèè, ïîñêîëüêó áåç âûòåêàþùåãî èç íåãî ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà
ýíåðãèè íåâîçìîæíî êîððåêòíî îïðåäåëèòü ïîíÿòèÿ ìåð äåôîðìàöèè, ýíòðî-
ïèè è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Êðîìå òîãî, íàïðèìåð, ðàäèàöèîííîå îáëó÷å-
íèå ïîïàäàåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì â çàêîíû ìåõàíèêè òîëüêî ÷åðåç óðàâíå-
íèå áàëàíñà ýíåðãèè, à åãî âëèÿíèå íà çàêîíû äèíàìèêè ìàëî. Ïÿòàÿ.
Íåîáõîäèìî ñòðîãî ðàçëè÷àòü àääèòèâíîñòü ïî ìàññå è àääèòèâíîñòü ïî
òåëàì. Íàïðèìåð, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà àääèòèâíà ïî ìàññå ýòîãî òåëà, â
òî âðåìÿ êàê âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ òåëà àääèòèâíà ïî òåëàì, ñîñòàâëÿþùèì
ðàññìàòðèâàåìîå òåëî, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ôóíêöèåé
ìàññû. Øåñòàÿ. Òåíçîðû ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé äîëæíû áûòü
îïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå, à íå â ìàòåðèàëå. Èìåííî òàê îáñòîèò äåëî â
ãèäðîìåõàíèêå, ãäå äàâëåíèÿ è ìàññîâûå ïëîòíîñòè çàäàíû â äàííîé òî÷êå
ñèñòåìû îòñ÷åòà è íåïîñðåäñòâåííî íå ïðèâÿçàíû ê êàêèì-ëèáî êîíêðåòíûì
÷àñòèöàì æèäêîñòè. Òàê íàçûâàåìîå ðàäèàöèîííîå äàâëåíèå, âîçíèêàþùåå
ïðè èñïàðåíèè òâåðäûõ òåë, òàêæå íåâîçìîæíî ñâÿçàòü ñ êàêèìè-ëèáî ÷àñòè-
öàìè ñðåäû.

Íåóïðóãîñòü: âàæíåéøèå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû

Ïîâåäåíèå òâåðäûõ òåë ïîä íàãðóçêîé èçó÷àåòñÿ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ
ñòîëåòèé. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü çíàìåíèòûé çàêîí Ãóêà. Îäíàêî öåëåíàï-
ðàâëåííûå èññëåäîâàíèÿ íà÷àëèñü â XIX âåêå è ïðîäîëæàþòñÿ ïî íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Íàêîïëåí ïîèñòèíå îãðîìíûé ìàòåðèàë [7, 8], êîòîðûé ñóùåñòâåííî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ôîðìóëèðîâêå ïðàêòè÷åñêèõ (ýìïèðè÷åñêèõ) ïðàâèë è íîð-
ìàòèâíûõ äîêóìåíòîâ äëÿ èíæåíåðíûõ è êîíñòðóêòîðñêèõ ïðîåêòîâ, íî îêàçû-
âàåò, ê ñîæàëåíèþ, íà óäèâëåíèå ñëàáîå âëèÿíèå íà òåîðåòè÷åñêèå èññëåäîâà-
íèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ìíîãèå äàâíî óñòàíîâëåííûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû
äî ñèõ ïîð íå òîëüêî íå îïèñûâàþòñÿ ñóùåñòâóþùèìè òåîðèÿìè, íî è âîîáùå
íå îáñóæäàåòñÿ ñïåöèàëèñòàìè, çàíèìàþùèìèñÿ ïîñòðîåíèÿìè òåîðèé, îïèñû-
âàþùèõ ïîâåäåíèå íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ ïðè âíåøíèõ âîçäåéñòâèÿõ. Íèæå
óêàçàíû íåêîòîðûå èç òàêèõ ôàêòîâ.

* Âî ìíîãèõ êíèãàõ ýéëåðîâûì íàçûâàþò ìàòåðèàëüíîå îïèñàíèå, ïðè êîòîðîì â êà÷åñòâå îòñ÷åòíîé êîíôèãóðàöèè
âûáèðàåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ â àêòóàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Ýéëåðîâî îïèñàíèå ýòîãî òèïà íå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòðàíñòâåííûì îïèñàíèåì.
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Ïåðâûé. Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ äàâëåíèÿõ âñå ìàòåðèàëû èñïû-
òûâàþò íåîáðàòèìûå äåôîðìàöèè, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü ôàçîâûìè
ïåðåõîäàìè. Ãàç ïîä äàâëåíèåì ìîæíî ïðåâðàòèòü â æèäêîñòü, êîòîðàÿ
ïðè ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ ïðåâðàùàåòñÿ â òâåðäîå òåëî. Ïîñëåäíåå, â ñâîþ
î÷åðåäü, ïðè ïîâûøåíèè äàâëåíèÿ èñïûòûâàåò öåïî÷êó ïðåâðàùåíèé, ñîïðî-
âîæäàþùèõñÿ çàìåòíûì èçìåíåíèåì åãî ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Äàæå ïðè
ìåäëåííûõ íàãðóæåíèÿõ âñå ýòè ïðåâðàùåíèÿ ïðîèñõîäÿò ñêà÷êîì, ò.å. â ðå-
çóëüòàòå î÷åíü áûñòðûõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, íàçûâàåìûõ ôàçîâûìè ïå-
ðåõîäàìè, ñêîðîñòü êîòîðûõ îáóñëîâëåíà ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà, à íå ñêîðîñòüþ
èçìåíåíèÿ âíåøíèõ íàãðóçîê.

Âòîðîé. Ïðè äîñòàòî÷íî âûñîêèõ äàâëåíèÿõ âñå òâåðäûå òåëà îáðå-
òàþò ñâîéñòâî òåêó÷åñòè. Âïåðâûå ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí À. Òðåñêà
(ñì. [8]) è âïîñëåäñòâèè áûë ìíîãîêðàòíî ïîäòâåðæäåí ìíîãèìè àâòîðàìè.
Íàèáîëåå ïîëíûìè çäåñü ñ÷èòàþòñÿ îïûòû Ï.Ó. Áðèäæìåíà. Óêàçàííûé
ôàêò íå ñëåäóåò ñìåøèâàòü ñ ÿâëåíèåì ñêîëüæåíèÿ.

Òðåòèé. Ñóùåñòâóåò õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà, âûðàæàþùàÿ ìàê-
ñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå, ïðè êîòîðîì � íåçàâèñèìî îò òèïà
îïûòà � òâåðäîå òåëî èñïûòûâàåò íåîáðàòèìûå ïëàñòè÷åñêèå äåôîð-
ìàöèè. Ýòîò ôàêò áûë óñòàíîâëåí À. Òðåñêà, íî îí åãî äîïîëíèë ýêñïåðèìåí-
òàëüíî íå äîêàçàííûì óòâåðæäåíèåì î òîì, ÷òî ïðè ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè
ìàêñèìàëüíîå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ýòî
óòâåðæäåíèå ïðèíÿòî íàçûâàòü óñëîâèåì òåêó÷åñòè, è èìåííî îíî áûëî ïðèíÿòî
Á. äå Ñåí-Âåíàíîì ïðè ïîñòðîåíèè ïåðâîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Â äàëüíåé-
øåì óñëîâèå òåêó÷åñòè â ðàçëè÷íûõ ìîäèôèêàöèÿõ èñïîëüçîâàëîñü â áîëü-
øèíñòâå âàðèàíòîâ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè. Íà ñàìîì äåëå óñëîâèå òåêó÷åñòè íå
òîëüêî íå äîêàçàíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, íî, íàïðîòèâ, ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîêàçà-
íî, ÷òî îíî íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ. Íàïðèìåð, ýêñïåðèìåíòû À. Òðåñêà è,
îñîáåííî, Áðèäæìåíà [8] ïîêàçûâàþò, ÷òî ìàòåðèàë èìåííî òå÷åò ïîäîáíî
æèäêîñòè. Ïðè ýòîì íèêàêèõ çîí çàñòîÿ ìàòåðèàëà íå íàáëþäàåòñÿ. Òåîðå-
òè÷åñêîå ðåøåíèå îäíîé èç çàäà÷ òàêîãî ðîäà ïî òåîðèè, îñíîâàííîé íà
êðèòåðèè òåêó÷åñòè (ñì. [9], ñ. 218) ïîêàçûâàåò íàëè÷èå çîí çàñòîÿ. Èíûìè
ñëîâàìè, íàëèöî ñåðüåçíîå êà÷åñòâåííîå ðàñõîæäåíèå òåîðèè è ýêñïåðèìåíòà.

×åòâåðòûé. Ýêñïåðèìåíòû ïî îïðåäåëåíèþ äèàãðàìì σ − ε  ïîêàçû-
âàþò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ìàñøòàáíîãî ôàêòîðà. Íàïðèìåð, ïðè ðàñòÿ-
æåíèè êðóãëîãî îáðàçöà ñ íà÷àëüíîé ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ S ñèëîé P ñíèìàåòñÿ
äèàãðàììà P/S − e. Çàòåì áåðåòñÿ îáðàçåö èç òîãî æå ìàòåðèàëà, íî ñ óìåíüøåí-
íîé âäâîå ïëîùàäüþ ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ è âíîâü ñíèìàåòñÿ äèàãðàììà P/S − e.
Îíà ïðîéäåò çàìåòíî âûøå, ÷åì â ïåðâîì ñëó÷àå. Ýòîò ïðîöåññ ìîæíî ïîâòî-
ðèòü. Äèàãðàììû ïîêàçûâàþò, ÷òî ÷åì òîíüøå îáðàçåö, òåì âûøå îêàçûâàåòñÿ
ïðåäåë óïðóãîñòè. Õîòÿ ìàñøòàáíûé ôàêòîð èçâåñòåí âñåì, òåì íå ìåíåå, åãî
ïðèðîäà íèêàê íå îáñóæäàåòñÿ è íå ó÷èòûâàåòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè òåîðèè.
Ìåæäó òåì, ìàñøòàáíûé ôàêòîð ïîêàçûâàåò, ÷òî îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ
çàâåäîìî íå ìîãóò áûòü ñôîðìóëèðîâàíû äëÿ "òåëà-òî÷êè" èç äàííîãî ìàòåðèà-
ëà, íî äîëæíû ó÷èòûâàòü íàëè÷èå âñåõ äðóãèõ "òåë-òî÷åê". Êðîìå òîãî, ýòîò
ôàêò ïîêàçûâàåò íåïðàâèëüíîñòü ìíåíèÿ, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ â ýêñïåðèìåíòå



7¹ 4   îêòÿáðü � äåêàáðü   2003 ã.

Ï.À. Æèëèí

äèàãðàììà P/S − e ÿâëÿåòñÿ íåêèì ïðîîáðàçîì îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ
σ − ε . Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì ðàñòÿæåíèå ïîëîñû èç ïîëóëèíåéíîãî ìàòåðè-
àëà, ò.å. çàäà÷ó Êëèíãáåéëà è Øèëäà [10]. Â ýòîì ñëó÷àå, îïðåäåëÿþùåå
óðàâíåíèå, ò.å. äèàãðàììà σ − ε , ãðóáî ãîâîðÿ, ëèíåéíà, íî äèàãðàììà P/S − e,
âû÷èñëåííàÿ íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ëèíåéíîé äèàãðàììû
σ − ε , ñóùåñòâåííî íåëèíåéíà è èìååò òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà.

Ïÿòûé. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ ñ ìÿãêèì íàãðóæåíèåì îò÷åòëèâî
ïðîÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Ñàâàðà~Ìàññîíà (Ïîðòâåíà~Ëå Øàòåëüå) [7], êî-
òîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Íà äèàãðàììå ðàñòÿæåíèÿ íàáëþäàåòñÿ
ìíîãîêðàòíî ïîâòîðÿþùååñÿ ÷åðåäîâàíèå ó÷àñòêîâ óïðóãîñòè è òå÷åíèÿ. Ïðè-
÷åì íà ó÷àñòêàõ òå÷åíèÿ ïðîöåññ íîñèò ÿðêî âûðàæåííûé äèíàìè÷åñêèé
õàðàêòåð è ïðîèñõîäèò ñî ñêîðîñòüþ, îïðåäåëÿåìîé ñàìèì ìàòåðèàëîì, à íå
óñëîâèÿìè ýêñïåðèìåíòà.

Øåñòîé. Íàáëþäàëñÿ ñëåäóþùèé ôàêò. Áðàëñÿ îáðàçåö èç íåêîåãî
ìàòåðèàëà è èç íåãî âûðåçàëñÿ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé êîíòðîëüíûé îáúåì.
Ìåòîäàìè ðåíòãåíî-ñòðóêòóðíîãî àíàëèçà îïðåäåëÿëèñü åãî õàðàêòåðèñòèêè è,
ãðóáî ãîâîðÿ, ïîäñ÷èòûâàëîñü ÷èñëî ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â ýòîò êîíòðîëüíûé
îáúåì. Çàòåì, àíàëîãè÷íûé îáðàçåö èç òîãî æå ìàòåðèàëà ðàñòÿãèâàëñÿ â
íåñêîëüêî ðàç, ò.å. îáðàçåö ïîäâåðãàëñÿ áîëüøîìó ïëàñòè÷åñêîìó äåôîðìèðîâà-
íèþ. Ïîñëå ÷åãî èç ýòîãî äåôîðìèðîâàííîãî îáðàçöà âûðåçàëñÿ òî÷íî òàêîé
æå êîíòðîëüíûé îáúåì, êàê è â ïåðâîì ñëó÷àå. Äëÿ íåãî ïðîâîäèëèñü òå æå
ñàìûå àíàëèçû. Ðåçóëüòàò: îáà êîíòðîëüíûõ îáúåìà îêàçàëèñü ïðàêòè÷åñêè
èäåíòè÷íûìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè òåðÿþò
ñìûñë ïîíÿòèÿ ìàòåðèàëüíûõ ëèíèé, ïîâåðõíîñòåé, îáúåìîâ, îòñ÷åòíîé
è àêòóàëüíîé êîíôèãóðàöèé, à òàêæå òðàäèöèîííî ââîäèìûõ ìåð äåôîð-
ìàöèé.

Ñåäüìîé. Ïðè ðàñòÿæåíèè ìåòàëëè÷åñêèõ îáðàçöîâ îò÷åòëèâî íà-
áëþäàåòñÿ íàëè÷èå òàê íàçûâàåìîé øåéêè. Ýòî ÿâëåíèå äî ñèõ ïîð íå
îáúÿñíåíî òåîðåòè÷åñêè.

Ðàçóìååòñÿ, ìîæíî óêàçàòü åùå ìíîãî âàæíûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî óñòà-
íîâëåííûõ è òåîðåòè÷åñêè íå îáúÿñíåííûõ ôàêòîâ. Ïåðå÷èñëåííûå âûøå
ôàêòû âàæíû ïîòîìó, ÷òî îíè íàáëþäàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âî âñåõ ýêñïåðèìåí-
òàõ. Òåì íå ìåíåå, íè îäíà èç ñóùåñòâóþùèõ òåîðèé íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ íå
îïèñûâàåò ýòè ôàêòû, çà èñêëþ÷åíèåì, ìîæåò áûòü, òðåòüåãî èç íèõ. Ëþáàÿ âíîâü
ïðåäëàãàåìàÿ òåîðèÿ íåóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà äîëæíà ïðèíèìàòü âî
âíèìàíèå ñóùåñòâîâàíèå ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ôàêòîâ. Ïî
ìíåíèþ àâòîðà, ãëàâíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ýôôåêò Ñàâàðà~Ìàññîíà.

Öåëü äàííîé ðàáîòû

Ïîñòðîåíèå òåîðèè íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ, îòðàæàþùåé âñå ìíîãîîáðàçèå
íàáëþäàåìûõ ôàêòîâ è ïðèãîäíîé äëÿ îïèñàíèÿ ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãè÷åñ-
êèõ ïðîöåññîâ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ êàæåòñÿ íåðàçðåøèìîé çàäà÷åé. Â áëèæàé-
øåé ïåðñïåêòèâå îñíîâíàÿ íàãðóçêà ïî ðåøåíèþ âîçíèêàþùèõ ïðàêòè÷åñêèõ
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Ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ íåóïðóãèõ ñðåä

ïðîáëåì áóäåò ëåæàòü íà ðàçíîîáðàçíûõ ìåòîäàõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâà-
íèÿ, âêëþ÷àÿ ìåòîäû òàê íàçûâàåìîé ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè. Êîìïüþòåðíîå
ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ òâåðäûõ òåë ïîä íàãðóçêîé èíòåíñèâíî ðàçâèâàåòñÿ
è óæå äîñòèãëî âïå÷àòëÿþùèõ óñïåõîâ. Òåì íå ìåíåå, êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî
íåëüçÿ îñòàâëÿòü ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè íåóïðóãîñòè
ìåòîäàìè ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Öåëü äàííîé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
î÷åðòèòü êîíòóðû îáùåãî ïîäõîäà ê ïîñòðîåíèþ òåîðèè íåóïðóãèõ ñðåä. Ïðè
ýòîì ãëàâíîå âíèìàíèå îáðàùàåòñÿ íà ÿñíîå ââåäåíèå îñíîâíûõ ïîíÿòèé: ìåð
äåôîðìàöèè, âíóòðåííåé ýíåðãèè, òåìïåðàòóðû, ýíòðîïèè è õèìè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà. Âñå îíè øèðîêî ïðèìåíÿþòñÿ, íî, ïî ñóùåñòâó, íå îïðåäåëÿþòñÿ. Ìåæäó
òåì, îòíîñèòåëüíî ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè,
îñîáåííî ïðè èõ èñïîëüçîâàíèè â íåÿñíûõ çàðàíåå ñèòóàöèÿõ. Îñíîâíîå
æåëàíèå àâòîðà ñîñòîÿëî â òîì, ÷òîáû ïîêàçàòü îáùóþ ñòðóêòóðó òåîðèè
íåóïðóãèõ òåë. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå ïðåäñòàâëåí âèä âíóòðåííåé ýíåðãèè òåë,
â êîòîðûõ ìîãóò ïðîèñõîäèòü ôàçîâûå ïåðåõîäû ãàç~æèäêîñòü~òâåðäîå òåëî,
ïðè÷åì âêëþ÷àþòñÿ íåñêîëüêî òâåðäîòåëüíûõ ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ. Óðàâíåíèÿ
òàêîãî òèïà ðàíåå â ëèòåðàòóðå íå îáñóæäàëèñü.

1.  ÌÀÒÅÐÈÀËÜÍÀß  ÏÐÎÈÇÂÎÄÍÀß  È  ÊÈÍÅÌÀÒÈÊÀ

Êàê óæå îòìå÷àëîñü â ïåðâîì ðàçäåëå, ñïëîøíóþ ñðåäó ïðè íåóïðóãîì
äåôîðìèðîâàíèè íåëüçÿ ìîäåëèðîâàòü ãëàäêèì äèôôåðåíöèðóåìûì ìíîãîîá-
ðàçèåì, åå íåîáõîäèìî îïèñûâàòü íà îñíîâå ïðîñòðàíñòâåííîãî îïèñàíèÿ. Äëÿ
ýòîãî ïîíàäîáèòñÿ ïîíÿòèå ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé. Ïðè ïðîñòðàíñòâåí-
íîì îïèñàíèè âàæíóþ ðîëü èãðàåò ïîëå ñêîðîñòåé V(x, t), ãäå âåêòîð x çàäàåò
òî÷êó ñèñòåìû îòñ÷åòà, íàçûâàåìóþ òî÷êîé íàáëþäåíèÿ. Òîãäà âåêòîð V(x, t)
îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü òîé ÷àñòèöû ñðåäû, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t
íàõîäèòñÿ â òî÷êå x. Â êà÷åñòâå òî÷êè íàáëþäåíèÿ ìîæíî âûáðàòü òî÷êó y(t),
äâèæóùóþñÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà ïî çàäàííîìó çàêîíó. Ââåäåíèå
ïîäâèæíîé òî÷êè íàáëþäåíèÿ îêàçûâàåòñÿ íåîáõîäèìûì, íàïðèìåð, ïðè çàìå-
íå ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïóñòü íàì äàíî íåêîòîðîå ïîëå K(y(t), t), êîòîðîå ìîæåò
áûòü ñêàëÿðîì, âåêòîðîì èëè òåíçîðîì ëþáîãî ðàíãà. Îíî îïèñûâàåò íåêóþ
ôèçè÷åñêóþ õàðàêòåðèñòèêó ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â äàííîå âðåìÿ â äàííîé
òî÷êå y(t) ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Îïðåäåëåíèå. Màòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñâîéñòâà K(y(t), t) íàçûâà-
åòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ

0

( ( + )+ ), + ) (
( ( ), ) lim

t

t t t t
t tt t∆ →

∆ ∆ ∆ −δ = δ ∆
K y s K y

K y (1.1)
ãäå

2( )( ( ( ), ) ) ( )d tt t t O tdt∆ = − ∆ + ∆ys V y (1.2)
åñòü ïóòü, ïðîéäåííûé ÷àñòèöåé, êîòîðàÿ â ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèëàñü
â òî÷êå y(t), çà âðåìÿ Dt.



9¹ 4   îêòÿáðü � äåêàáðü   2003 ã.

Ï.À. Æèëèí

Â ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (1.2) âõîäèò ñêîðîñòü ÷àñòèöû îòíîñèòåëüíî
äâèæóùåéñÿ òî÷êè y(t). ×èñëèòåëü â (1.1) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå ñëåäóþ-
ùåãî ðàçëîæåíèÿ:

( ( ) , ) ( ( ), )t t t t t t t t+ ∆ + ∆ + ∆ = + ∆ + ∆ + ∆K y s K y
Òåïåðü èç îïðåäåëåíèÿ (1.1) ñëåäóåò

( )( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) d tdt t t t t tt dt dt
δ  = + − ⋅ δ  

y
K y K y V y (1.3)

Îïðåäåëåíèå (1.3) íå òðåáóåò íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñâîéñòâà
K(y(t), t) â ïðîñòðàíñòâå, ïîñêîëüêó â îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé
âõîäèò íå âåñü ãðàäèåíò, à òîëüêî ïðîèçâîäíàÿ âäîëü òðàåêòîðèè, íà êîòîðîé
ïîëå K(y(t), t) íåïðåðûâíî. Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé â ïðàâîé
÷àñòè (1.3) ìîæíî ðàñêðûòü

( )
( , ) ( , ) ( , )

d td t t tdt t dt
∂= + ⋅∂

y
K y K y K y∇

è ïîäñòàâèòü â (1.3). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îáùåïðèíÿòîå îïðåäåëåíèå
ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ),t t t t t t t tt t
δ ∂= + ⋅δ ∂K y K y V y K y∇ (1.4)

Èç ýòîãî âûðàæåíèÿ õîðîøî âèäíî, ÷òî ìàòåðèàëüíóþ ïðîèçâîäíóþ íè â
êîåì ñëó÷àå íåëüçÿ ñìåøèâàòü ñ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé, êàê ýòî ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ
â ëèòåðàòóðå. Õîòÿ âûðàæåíèÿ (1.3) è (1.4) ïîëíîñòüþ ýêâèâàëåíòíû, ïðè
ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ëó÷øå ïîëüçîâàòüñÿ âûðàæåíèåì (1.3), èáî îíî
ñîäåðæèò òîëüêî îáúåêòèâíûå, ò.å. íå çàâèñÿùèå îò âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò
ïðîèçâîäíûå. Â ÷àñòíîñòè, ïðè çàìåíàõ ñèñòåìû îòñ÷åòà èëè ïðè èñïîëüçîâà-
íèè ïðèíöèïà èíåðöèè Ãàëèëåÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå èñïîëüçîâàòü âûðàæåíèå
(1.3). Îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé (1.3) è (1.4) áûëî ââåäåíî â
ðàáîòàõ [5, 6].

Äëÿ ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé ñïðàâåäëèâû âñå ïðàâèëà äèôôåðåíöè-
ðîâàíèÿ. Íàïðèìåð,

( ) .t t t
δ δ δ⊗ = ⊗ ⊗δ δ δ

a ba b b + a

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð ïîëíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
âðåìåíè è îïåðàòîð-ãðàäèåíò ïåðåñòàíîâî÷íû. Äëÿ ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîä-
íîé, êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ýòî íå âåðío

, .d d
dt dt t t

δ δ= ≠δ δ∇ ∇ ∇ ∇

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ íåêîòîðûõ êèíåìàòè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, êî-
òîðûå ïîíàäîáÿòñÿ íàì â äàëüíåéøåì. Ïðèìåì, ÷òî K(x(t), t) = P(x(t), t), ãäå
P(x(t), t) åñòü òåíçîð ïîâîðîòà ÷àñòèöû, íàõîäÿùåéñÿ â òî÷êå x(t) â ìîìåíò
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âðåìåíè t . Êàê íàéòè åå óãëîâóþ ñêîðîñòü? Îáû÷íî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îïðå-
äåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà [11]

( , ) ( , ) ( , ) .d t t t
dt = ×P x x P xω (1.5)

Ïîíÿòíî, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå íåïðèãîäíî äëÿ íàøèõ öåëåé, èáî â ðàçíûå
ìîìåíòû âðåìåíè â äàííîé òî÷êå x ñèñòåìû îòñ÷åòà íàõîäÿòñÿ ðàçíûå ÷àñòè-
öû. Ïîýòîìó íåîáõîäèìà ñëåäóþùàÿ ìîäèôèêàöèÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà:

( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ) .t t t t t t
t

δ = ×δ P y y P yω (1.6)

Åñëè â êà÷åñòâå òî÷êè íàáëþäåíèÿ âûáðàòü ïîëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé
÷àñòèöû, òî âûðàæåíèå (1.6) ïåðåõîäèò â îïðåäåëåíèå (1.5), îòêóäà âèäíî, ÷òî
óãëîâàÿ ñêîðîñòü ÷àñòèöû íå çàâèñèò îò åå òðàíñëÿöèîííîé ñêîðîñòè.

Â ñèñòåìå îòñ÷åòà ââåäåì îïåðàòîð-ãðàäèåíò. Ïóñòü qS ñóòü ïðîèçâîëü-
íûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû â ñèñòåìå îòñ÷åòà. Îíè ìîãóò ìåíÿòüñÿ âî
âðåìåíè ïî çàäàííîìó çàêîíó è íèêàê íå ñâÿçàíû ñ ÷àñòèöàìè. Ëîêàëüíûå
áàçèñ è âçàèìíûé áàçèñ, à òàêæå îïåðàòîð-ãðàäèåíò, îïðåäåëÿþòñÿ ñòàíäàðò-
íûìè ôîðìóëàìè [10]

1 2 3( , , )
, , ,s

s m ms s

q q q
q q

∂ ∂= ⋅ = δ ≡∂ ∂g
x

g g g∇s s

ãäå âåêòîð x îïðåäåëÿåò òî÷êó ñèñòåìû îòñ÷åòà; îïåðàòîð-ãðàäèåíò îïðåäåëåí â
ñèñòåìå îòñ÷åòà è íèêàê íå ñâÿçàí ñ íàëè÷èåì èëè îòñóòñòâèåì êàêèõ-ëèáî
÷àñòèö èëè ìàòåðèàëüíîé ñðåäû.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ãðàäèåíò óãëîâîé ñêîðîñòè ∇ω . Ââåäåì
â ðàññìîòðåíèå òåíçîð âòîðîãî ðàíãà F(x,t) ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèÿ

, s
ssq

∂ = × ⇒ = × ⊗∂ qP F P P F P F = F∇ (1.7)

Ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ ñòðóêòóðû Ý. Êàðòàíà [12]

.s m
m sm sq q

∂ ∂− = ×∂ ∂
F F

F F (1.8)

Èñïîëüçîâàâ óðàâíåíèå (1.8), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì

δ⊗ = + × + ⋅δ
F F V F∇ ω ω ∇ .
t

(1.9)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà V è áóäåò èñïîëü-
çîâàíî ïîçäíåå. Ïóñòü ÷àñòèöà, êîòîðàÿ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè t íàõîäèòñÿ
â òî÷êå x, â ìîìåíò âðåìåíè 0t t≤  íàõîäèëàñü â òî÷êå x0. Ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå âåêòîð ïåðåìåùåíèé u(x, t), êîòîðûé ïåðåâîäèò ÷àñòèöó èç ïîëîæåíèÿ x0
â òî÷êó x. Èìååì î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )dt t t t tt dt
δ ≡ + ⋅ =δ u x u x v x u x v x∇

(1.10)
( , ) ( , ) ( , ) ,d t t t

dt
⇒ = ⋅u x v x g x
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ãäå ïðèíÿòî

( , ) ( , ) , det ( , ) 0 , (t t t≡ − > ×g x E u x g x g x∇ ∇ (1.11)
Âàæíî ïîä÷åðêíóòü, ÷òî óðàâíåíèå (1.10) ñëóæèò äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòî-

ðà ïåðåìåùåíèé ïî çàäàííîìó òåíçîðó g(x, t), óäîâëåòâîðÿþùåìó ïîñëåäíèì
äâóì óñëîâèÿì â (1.11). Òàêèì îáðàçîì, òåíçîð g(x, t) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
èñêîìûõ ïåðåìåííûõ. Âû÷èñëÿÿ ãðàäèåíò îò îáåèõ ÷àñòåé âòîðîãî èç ðàâåíñòâ
(1.10) è ó÷èòûâàÿ ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàòîðîâ ãðàäèåíòà è ïîëíîé ïðîèç-
âîäíîé ïî âðåìåíè, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

(( , ) ( , ) ( , ) , ( , )t t t t
t t

δ δ= ⋅ =δ δu x v x g x v x u∇ ∇ ∇ ∇

Ýòè ðàâåíñòâà ìîæíî íàéòè â êíèãå [2]. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî
ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

1( , )( , ) ( , )tt tt
−δ= − ⋅ ⇒δ

g xv x g x∇
(1.12)

1g xv x g x( , )( , ) ( , ) .tt tt
−δ⇒ ⋅ = − ⋅ ⋅δ∇

Äàííîå ñîîòíîøåíèå ïîíàäîáèòñÿ ïðè çàïèñè ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ
áàëàíñà ýíåðãèè.

2.  ÓÐÀÂÍÅÍÈß  ÁÀËÀÍÑÀ  ×ÀÑÒÈÖ  È  ÌÀÑÑÛ

Îáðàòèìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö. Âûáåðåì íåêîòî-
ðóþ èíåðöèàëüíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà. Ïóñòü Z åñòü äàííîå ìíîæåñòâî îäíî-
ñïèíîâûõ ÷àñòèö. Ïóñòü V åñòü íåêîòîðàÿ ôèêñèðîâàííàÿ îáëàñòü â ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Â äàëüíåéøåì V áóäåì íàçûâàòü êîíòðîëüíûì îáúåìîì. Ïîíÿòíî,
÷òî êîíòðîëüíûé îáúåì íåëüçÿ ñìåøèâàòü ñ ìàòåðèàëüíûì îáúåìîì ñðåäû.
Ãðàíèöà V åñòü çàìêíóòàÿ ïîâåðõíîñòü S V= ∂ . Êîíòðîëüíûé îáúåì ìîæåò
äâèãàòüñÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ áåç èçìåíåíèÿ ñâîåé ôîðìû îòíîñèòåëüíî
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ïóñòü äàëåå ( , )t dVη x  åñòü ÷èñëî ÷àñòèö â áåñêîíå÷íî ìàëîé
îêðåñòíîñòè òî÷êè x V∈  â àêòóàëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t

( , ) 0 .tη ≥x
Ìîæíî ââîäèòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïëîòíîñòåé ÷àñòèö, åñëè ìû õîòèì

ó÷åñòü íàëè÷èå â ñðåäå ÷àñòèö ðàçíîãî ñîðòà. Èìåííî òàê è ïîñòóïàþò ïðè
ðàññìîòðåíèè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ñðåä. ×òîáû íå çàãðîìîæäàòü èçëîæåíèå
òåõíè÷åñêèìè äåòàëÿìè, îãðàíè÷èìñÿ îäíîêîìïîíåíòíîé ñðåäîé. Îáîáùåíèÿ
íå âûçûâàþò çàòðóäíåíèé. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ, çàïèñûâàåì
ëîêàëüíóþ ôîðìó çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ÷àñòèö

[ ]0
( , ) ( , )( ) ( , ) ,d t t tdt

η + ∇ ⋅ η − = χx x V V x (2.1)
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ãäå ôóíêöèÿ ( , )tχ x  îïèñûâàåò ñêîðîñòü ðîæäåíèÿ ÷àñòèö â äàííîé òî÷êå è
äîëæíà çàäàâàòüñÿ îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèåì; V0 � ïîñòîÿííàÿ ñêîðîñòü
äâèæåíèÿ êîíòðîëüíîãî îáúåìà.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé ýòî óðàâíåíèå ïðèíèìàåò
âèä

(ln )( , )t
t t

δη δ η χ+ η ⋅ = χ ⇒ + ⋅ =δ δ ηV x V∇ ∇ (2.2)

Ýòîìó óðàâíåíèþ ìîæíî ïðèäàòü äðóãóþ ôîðìó. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî
èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèå (1.12) è âñïîìíèòü ôîðìóëó

31
3

3

( )1 , ( ) det( ) ,( )

TI
I

I
− ∂ = = ∂ 

g
g g g

g g
ñïðàâåäëèâóþ äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî òåíçîðà. Òîãäà èìååì

t
gg x g

V g x
g g

3

3

1 ( )( , ) 1( , ) ( )

TItt I
− ∂δ δ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ δ ∂ 

∇

Òåïåðü óðàâíåíèå (2.2) ïðèíèìàåò âèä

( )
( , ) ( , )ln .( , )

t t
t t

η χ δ = δ η 3I
x x
g x

(2.3)

Ââåäåíèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö, ïî ñóùåñòâó, ñòèðàåò ãðàíü ìåæ-
äó äèñêðåòíûìè è ñïëîøíûìè ñðåäàìè, ïîñêîëüêó ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ
âñåãäà ìîæíî âûáðàòü äîñòàòî÷íî ãëàäêîé èëè âîñïîëüçîâàòüñÿ àïïàðàòîì
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé. Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö h ìîæíî äàòü
äðóãóþ èíòåðïðåòàöèþ, êîòîðàÿ èíîãäà îêàçûâàåòñÿ ïðîùå äëÿ èíòóèòèâíûõ
ðàññóæäåíèé. Ââåäåì íåêóþ ôèêòèâíóþ âåëè÷èíó v0, õàðàêòåðèçóþùóþ îáúåì,
çàíèìàåìûé îäíîé ÷àñòèöåé. Òîãäà âåëè÷èíà v0hdV åñòü îáúåì, çàíèìàåìûé
÷àñòèöàìè â áåñêîíå÷íî ìàëîé ÷àñòè dV êîíòðîëüíîãî îáúåìà V. Ââåäåì
âåëè÷èíó h

p
, êîòîðóþ ìîæíî íàçâàòü ïîðèñòîñòüþ ñðåäû, ïîñðåäñòâîì ôîðìóëû

p p0 01 .dV v dV dV v− η = η ⇒ η = − η
Ïîðèñòîñòü ñðåäû îäíîçíà÷íî ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö,

íî äëÿ íåå èçâåñòíî áîëüøåå ÷èñëî ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Íàðÿäó ñ
ïëîòíîñòüþ ÷àñòèö ( , )tη x  ââåäåì íåîòðèöàòåëüíóþ ôóíêöèþ ñ ( , )tρ x , íàçû-
âàåìóþ ïëîòíîñòüþ ìàññû. Ýòè äâå ôóíêöèè â îáùåì ñëó÷àå ñëåäóåò ðàññìàò-
ðèâàòü êàê íåçàâèñèìûå, ïîñêîëüêó íå âñå ÷àñòèöû ñðåäû îáëàäàþò ìàññîé.
Ëîêàëüíàÿ ôîðìà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìàññû èìååò âèä

( )dt
x x V V0

( , ) ( , ) 0 lnd t t t
ρ δ+ ⋅ ρ − = ⇒   δ 

∇   (2.4)

Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèÿ (2.3) äëÿ ïëîòíîñòè ÷àñòèö, óðàâíåíèå (2.4)
âûðàæàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû, êîòîðàÿ íå ðîæäàåòñÿ è íå óíè÷òîæàåòñÿ.
Â äàííîé ðàáîòå ðàçëè÷èå ìåæäó ïëîòíîñòüþ ÷àñòèö è ïëîòíîñòüþ ìàññû
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áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ è îêàæåòñÿ âàæíîé ïðè ôîðìóëèðîâêå óðàâíåíèÿ áàëàíñà
ýíåðãèè è âûòåêàþùèõ èç íåãî ñëåäñòâèé. Â ÷àñòíîñòè, ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ êîìáèíàöèÿ óðàâíåíèé (2.3) è (2.4):

0

0

( , ) ( , )( , ) , ln( , ) ( , ) ( , )
t ttz zt t t t

ρ ηχ  δ = − ≡  δ η ρ η 
x xx

x x x
(2.5)

ãäå 0( )η x  è 0( )ρ x  ñóòü íåêèå îòñ÷åòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö è ìàññû,
íàïðèìåð, íà÷àëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ.

Çäåñü è äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 =V 0 . Ó÷åò äâèæåíèÿ êîíòðîëüíîãî
îáúåìà îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòîé çàìåíîé 0( , ) ( , )t t⇒ −V x V x V .

3.  ÔÓÍÄÀÌÅÍÒÀËÜÍÛÅ  ÇÀÊÎÍÛ  ÌÅÕÀÍÈÊÈ

Â ýéëåðîâîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå èñõîäíîãî îáúåêòà ââîäèòñÿ òåëî-òî÷êà,
êîòîðîå ðåàãèðóåò íå òîëüêî íà òðàíñëÿöèîííûå, íî è íà ñïèíîðíûå äâèæåíèÿ.
Òàêîå òåëî-òî÷êó áóäåì íàçûâàòü îäíîñïèíîâîé ÷àñòèöåé. Îòíîñèòåëüíî îä-
íîñïèíîâîé ÷àñòèöû ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíà ñóùåñòâóåò è çàíèìàåò íóëåâîé îáúåì â
òåëå îòñ÷åòà. Äâèæåíèå îäíîñïèíîâîé ÷àñòèöû îïðåäåëåíî, åñëè çàäàíû åå
âåêòîð ïîëîæåíèÿ R(t) è òåíçîð ïîâîðîòà P(t). Òðàíñëÿöèîííàÿ è óãëîâàÿ
ñêîðîñòè òåëà-òî÷êè íàõîäÿòñÿ ïî ôîðìóëàì

( )v R P P a b& &( ), ( ) 1/2 , ( )Tt t ××
= = − ⋅ ⊗ =ω (3.1)

ãäå òî÷êîé îáîçíà÷åíà ìàòåðèàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.

Îïðåäåëåíèå: ìíîæåñòâî M
A
 âûäåëåííûõ ïî êàêèì-ëèáî ïðèçíàêàì

òåë-òî÷åê íàçûâàåòñÿ òåëîì A, à ìíîæåñòâî e
AM  âñåõ îñòàëüíûõ òåë-

òî÷åê, íå âõîäÿùèõ â M
A
, íàçûâàåòñÿ îêðóæåíèåì òåëà A è îáîçíà÷à-

åòñÿ eA .

Â äàííîé ðàáîòå ïîä òåëîì A áóäåò ïîíèìàòüñÿ ìíîæåñòâî òåë-òî÷åê,
âõîäÿùèõ â êîíòðîëüíûé îáúåì V.

Îïðåäåëåíèå: òåëî A íàçûâàåòñÿ çàêðûòûì, åñëè îíî íå îáìåíèâà-
åòñÿ òåëàìè-òî÷êàìè ñî ñâîèì îêðóæåíèåì: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå òåëî A
íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì.

Ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñàíèè ñïëîøíûõ ñðåä òåëî A íåîáõîäèìî
ñ÷èòàòü îòêðûòûì ïî íåñêîëüêèì ïðè÷èíàì. Âî-ïåðâûõ, â êîíòðîëüíîì îáúåìå
â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè íàõîäÿòñÿ ðàçíûå òåëà-òî÷êè. Âî-âòîðûõ, íà òåëî
A ìîãóò äåéñòâîâàòü ðàçíîãî ðîäà èçëó÷åíèÿ, íàïðèìåð, îáëó÷åíèå ëàçåðîì.

Àêñèîìà: êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ, êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñ-
êèé ìîìåíò òåëà A àääèòèâíû ïî ìàññàì òåë-òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ
òåëî A .
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Äëÿ òåëà A , ò.å. äëÿ ñîâîêóïíîñòè òåë-òî÷åê â êîíòðîëüíîì îáúåìå, êèíå-
òè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

( )

1( ) ( , ) , 2
V

K t dV= ρ = ⋅ + ⋅ ⋅∫A K Kx V V V B ω (3.2)

ãäå âåëè÷èíà K íàçûâàåòñÿ ìàññîâîé ïëîòíîñòüþ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè; òåí-
çîðû B, C ñóòü ìàññîâûå ïëîòíîñòè òåíçîðîâ èíåðöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì

0( , ) ( , ) ( ) ( , ) , ( , ) ( ,t t t t t= ⋅ ⋅ =TB x P x B x P x C x P x (3.3)
ãäå B0, C0 � çíà÷åíèÿ òåíçîðîâ èíåðöèè â îòñ÷åòíîì ïîëîæåíèè, ò.å. ïðè
òåõ çíà÷åíèÿõ t0, ïðè êîòîðûõ P(t0) = E . Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ýíåðãèè
áóäåò âûïîëíåíî, åñëè òåíçîð T− ⋅C B B ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåí è 0ρ ≥ .

Êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ òåëà A îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

K x V x B
V1 1 1

( )

( ) ( , ) , ( , )

V

t dV t∂= ρ = = +∂∫ KA K K (3.4)

Äëÿ êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òåëà A èìååì àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå

QK x x x
V2 2 2

( )

( ) ( , ) , ( )Q Q Q

m

t dV ∂= ρ = − × +∂∫ KA K K (3.5)

ãäå xQ çàäàåò ôèêñèðîâàííóþ â ñèñòåìå îòñ÷åòà òî÷êó, à âåëè÷èíà

∂≡ = ⋅ + ⋅∂
K V B C ωωL (3.6)

íàçûâàåòñÿ ìàññîâîé ïëîòíîñòüþ äèíàìè÷åñêîãî ñïèíà.
Ôîðìóëèðîâêà ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì îïèñà-

íèè îòëè÷àåòñÿ òîëüêî òåì, ÷òî ýòè çàêîíû äîëæíû çàïèñûâàòüñÿ äëÿ îòêðû-
òûõ ñèñòåì, ò.å. äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå îáìåíèâàþòñÿ ñî ñâîèì îêðóæåíèåì
ìàññîé, êîëè÷åñòâîì äâèæåíèÿ, êèíåòè÷åñêèì ìîìåíòîì è ýíåðãèåé. Îïóñêàÿ
ïîäðîáíîñòè, ïðèâîäèì îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëèðîâêè ïåðâîãî è âòîðîãî çàêî-
íîâ äèíàìèêè Ýéëåðà. Ïåðâûé çàêîí èìååò âèä

( )T F V x1 1 1( , ) .d t
dt t

δ⋅ + ρ = ρ + ⋅ ≡ ρ δ∇ ∇K K K (3.7)

Âòîðîé çàêîí äèíàìèêè â ÿâíîé ôîðìå áûë âïåðâûå ñôîðìóëèðîâàí
Ë. Ýéëåðîì â 1771 ãîäó. Îäíàêî â ìåõàíèêó ñïëîøíûõ ñðåä îí áûë â íåÿâíîé
ôîðìå ââåäåí òîëüêî â íà÷àëå XX âåêà. Ïîä âòîðûì çàêîíîì äèíàìèêè
Ýéëåðà ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

M T L x( , ) ,t
t×

δ⋅ + + ρ = ρ δ∇ L (3.8)
ãäå L � ïëîòíîñòü äèíàìè÷åñêîãî ñïèíà, îïðåäåëåííàÿ âûðàæåíèåì (3.6).

Òðåòèé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ìåõàíèêè � ýòî óðàâíåíèå áàëàíñà
ýíåðãèè, êîòîðîå èçâåñòíî ïîä íàçâàíèåì ïåðâîãî íà÷àëà òåðìîäèíàìèêè.
Ïîñëåäíÿÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ó÷åíèå î ðàçëè÷íûõ ôîðìàõ ýíåðãèè è ñïîñîáàõ åå
ïåðåõîäà èç îäíîé ôîðìû â äðóãóþ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî òåðìî-
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äèíàìèêà îïåðèðóåò ñ ïîíÿòèÿìè, êîòîðûå íå îïðåäåëåíû è íå ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû â ðàìêàõ ñàìîé òåðìîäèíàìèêè [13]. Ïîïûòêè îáîñíîâàòü òåðìî-
äèíàìèêó â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè çàâåäîìî îáðå÷åíû íà íåóäà÷ó, ÷åì
è îáúÿñíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè â ñòðóêòóðû ìåõàíèêè.
Ââåäåì ïðåäñòàâëåíèå î ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè. Èìåííî ñ íåé èìåþò äåëî â
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, êîãäà ãîâîðÿò, íàïðèìåð, îá èíòåãðàëå ýíåðãèè. Ïðèìåì

Îïðåäåëåíèå: ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèåé òåëà A íàçûâàåòñÿ ñóììà êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè òåëà A è ïîòåíöèàëîâ âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë.

Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïîíÿòèåì. Äëÿ åå ââåäåíèÿ
äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïåðâûå äâà çàêîíà äèíàìèêè. Ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ èìååò îãðàíè÷åííîå çíà÷åíèå. Â ÷àñòíîñòè, îíà îñòàâëÿåò çà ðàìêàìè
àíàëèçà òàêèå ïîíÿòèÿ, êàê òåìïåðàòóðà, ýíòðîïèÿ, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è äð.
Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè â êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ïîñòóëàòà ìåõàíèêè
âïåðâûå áûëî ââåäåíî Äæ. Ãðèíîì [14]. Ïðè ýòîì áûëî ââåäåíî íîâîå
ïîíÿòèå âíóòðåííåé ýíåðãèè. Äëÿ óïðóãèõ òåë âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ñ òî÷íîñ-
òüþ äî ïîñòîÿííîé âåëè÷èíû ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëîì âíóòðåííèõ ñèë. Òåëà
îáùåãî âèäà Äæ. Ãðèí íå ðàññìàòðèâàë. Ïðèìåì, ÷òî íàðÿäó ñ òàêèìè àòðè-
áóòàìè òåëà, êàê êîëè÷åñòâî äâèæåíèÿ è êèíåòè÷åñêèé ìîìåíò, îíî îáëàäàåò
åùå îäíîé õàðàêòåðèñòèêîé, íàçûâàåìîé ïîëíîé ýíåðãèåé òåëà A è îáîçíà÷àå-
ìîå ñèìâîëîì E(A). Ïîëíàÿ ýíåðãèÿ òåëà ÿâëÿåòñÿ íîâîé õàðàêòåðèñòèêîé
òåëà è íóæäàåòñÿ â îïðåäåëåíèè. Âñåãäà, êîãäà ââîäèòñÿ íîâàÿ õàðàêòåðèñòèêà,
â ðàññìîòðåíèå äîëæåí ââîäèòüñÿ è íîâûé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí äëÿ ýòîé
õàðàêòåðèñòèêè. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè óïðàâëÿåò ýíåðãåòè÷åñêèìè ïî-
òîêàìè. Â îòëè÷èå îò ïåðâûõ äâóõ çàêîíîâ, óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ñóììèðóåò
â ñåáå ÿâëåíèÿ ñàìîé ðàçíîé ïðèðîäû, èáî âñå îíè òàê èëè èíà÷å, íî ìîãóò áûòü
îõàðàêòåðèçîâàíû â òåðìèíàõ ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå èññëåäóåìîãî òåëà A , êàê è
ðàíåå, âûáèðàåì ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö, ïîïàäàþùèõ â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè â
êîíòðîëüíûé îáúåì V. Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñî ñêàçàííûì âûøå èìååì

[ ]
( )

( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

V

E K U t t dV= + = ρ + η∫ x xA A A K U (3.9)

ãäå K åñòü ìàññîâàÿ ïëîòíîñòü êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (3.2), U åñòü ïëîòíîñòü
âíóòðåííåé ýíåðãèè. Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî êèíåòè÷åñêàÿ è âíóòðåí-
íÿÿ ýíåðãèÿ ïî-ðàçíîìó ïðåäñòàâëåíû â îïðåäåëåíèè (3.9). Êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ýíåðãèåé ìàññû è ïîòîìó ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà èíòåãðàëîì ïî ìàññå. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ* àääèòèâíà ïî ÷àñòèöàì
ñðåäû, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è áåçûíåðöèîííûå ÷àñòèöû. Ïîýòîìó âíóò-
ðåííþþ ýíåðãèþ íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü èíòåãðàëîì ïî ìàññå áåç ñóùåñòâåííûõ
ïðîòèâîðå÷èé è ïîòåðü. Â êà÷åñòâå ïðîñòîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì òðè ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷êè, ñîåäèíåííûõ áåçûíåðöèîííûìè ïðóæèíàìè. Äàííîå òåëî
ñîñòîèò èç øåñòè òåë-÷àñòèö. Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåëà åñòü ñóììà êèíåòè÷åñ-

* Ïðåäâàðèòåëüíûé àíàëèç ïðåäñòàâëåííîé â äàííîé ðàáîòå òåîðèè ïîêàçûâàåò, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ïðåäñòàâëåíèå (3.9) íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî îáùèì è òðåáóåò óòî÷íåíèÿ.
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êèõ ýíåðãèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åñòü ñóììà âíóòðåííèõ
ýíåðãèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïëþñ ñóììà âíóòðåííèõ ýíåðãèé ïðóæèí, íå
îáëàäàþùèõ ìàññîé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä âíóòðåííþþ
ýíåðãèþ ïðèíÿòî ñ÷èòàòü àääèòèâíîé ôóíêöèåé ìàññû.

Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè: ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè òåëà
A ðàâíà ìîùíîñòè N(A, Ae) âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà òåëî A ïëþñ
ñêîðîñòü ïîäâîäà ýíåðãèè â òåëî A îò âíåøíèõ èñòî÷íèêîâ

) )( ) ( ( .d E N
dt = + δe e, ,A A A A A (3.10)

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äëÿ òåëà A çàïè-
ñûâàåòñÿ â ôîðìå ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ðàâåíñòâà:

( ) ( )
( ) ( )V V

d dV q dVdt ρ + η = ρ ⋅ + ρ ⋅ + η∫ ∫K U F V L ω
(3.11)

( ) ( ( , )( ) ( )

( ) ( )

n n n

S S

h dS+ ⋅ ⋅ − − ⋅ −∫ ∫T V + M n V x Vω t

ãäå q(x, t) åñòü ïîäâîä ýíåðãèè â åäèíèöó âðåìåíè â ÷àñòèöû òåëà A; ( )n Sh x  �
ñêîðîñòü ïîäâîäà ýíåðãèè ÷åðåç ãðàíèöó êîíòðîëüíîãî îáúåìà. Ïîòîê ýíåðãèè

( )nh  ïîñëå ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîð h ïîòîêà ýíåð-
ãèè ïî ïðàâèëó Ñòîêñà

( )nh = ⋅ .n h (3.12)
Îáû÷íî ïîòîê ýíåðãèè ñâîäèòñÿ ê ïîòîêó òåïëà. Ïîýòîìó âåêòîð h ïðè-

íÿòî íàçûâàòü âåêòîðîì ïîòîêà òåïëà. Ýòî âîçìîæíî, ïîñêîëüêó ñàìî ïîíÿòèå
òåïëà íå îïðåäåëåíî. Â äàííîé ðàáîòå ïîíÿòèå âåêòîðà ïîòîêà òåïëà â êà-
÷åñòâå îáùåãî òåðìèíà íå èñïîëüçóåòñÿ, ïîñêîëüêó â òðàäèöèîííîå ïðåäñòàâëå-
íèå î òåïëå ïëîõî âïèñûâàåòñÿ, íàïðèìåð, ïîäâîä ýëåêòðè÷åñêîé ýíåðãèè ê òåëó.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó î äèâåðãåíöèè è ïðîèçâîëüíîñòü âûáîðà êîíòðîëüíîãî
îáúåìà, ïðèõîäèì ê ëîêàëüíîé ôîðìå óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè

[ (  ρ + ⋅ + η + ⋅ + ρ + ⋅ ρ   
&& &V VK K U U K∇ ∇ ∇

[ ])( (q+ η + ⋅ η = ρ ⋅ + ρ ⋅ + η + ⋅&U V F V L T∇ ω ∇

M T V M( ) .T T+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅∇ ω ∇ ∇ω − ∇ h
Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé, óðàâíåíèå áàëàíñà ÷àñ-

òèö (2.1), óðàâíåíèå áàëàíñà ìàññû (2.4), óðàâíåíèå (2.5), ïåðâûé (3.7) è âòî-
ðîé (3.8) çàêîíû äèíàìèêè, óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ïåðåïèñûâàåì â âèäå

T V E M( )T Tz
t t

δ δη = η + ⋅ ⋅ + × ω + ⋅ ⋅ ω −δ δ
U U ∇ ∇  (3.13)

ãäå ïåðåìåííàÿ z îïðåäåëåíà âûðàæåíèåì (2.5).
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Ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (3.13), ñðåäè ïðî÷åãî, ñîäåðæèò ìîùíîñòü ñèëî-
âûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé. ×àñòü ýòîé ìîùíîñòè èäåò íà èçìåíåíèå
âíóòðåííåé ýíåðãèè. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü ìîùíîñòè ÷àñòè÷íî îñòàåòñÿ â òåëå â
ôîðìå òåïëà, à ÷àñòè÷íî ðàññåèâàåòñÿ â îêðóæàþùóþ ñðåäó. ×òîáû ðàçäåëèòü
ýòè ÷àñòè, òåíçîðû ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé ïðåäñòàâèì â âèäå
ðàçëîæåíèé

tr tr, ,e f e f e= − + + = + =T E M M Mτ τ τp (3.14)
ãäå e f= +τ τ τ  åñòü äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé, à èíäåêñîì �e� îòìå÷åíà
ñîñòàâëÿþùàÿ íàïðÿæåíèé, íå çàâèñÿùàÿ îò ñêîðîñòåé.

Íàïðÿæåíèÿ, íå çàâèñÿùèå îò ñêîðîñòåé, áóäåì íàçûâàòü óïðóãèìè íàïðÿ-
æåíèÿìè. Èíäåêñîì �f� îáîçíà÷åíà âñÿ îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü íàïðÿæåíèé, êîòî-
ðûå áóäåì íàçûâàòü äèññèïàòèâíûìè. Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (3.14), óðàâíå-
íèå áàëàíñà ýíåðãèè ïåðåïèñûâàåì â âèäå

( )p
V E M( ) e T

e et t
+ ηδ η δρ= + ⋅ ⋅ + × +δ ρ δ

UU τ ∇ ω
(3.15)

( )ph V V E MT T
f f fq− ⋅ + ρ − ⋅ + ⋅ ⋅ + × +∇ ∇ τ ∇ ω

Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè, çàïèñàííîå â ôîðìå (3.15), íóæäàåòñÿ â
äàëüíåéøåì ïðåîáðàçîâàíèè ê ñïåöèàëüíîìó âèäó, íàçûâàåìîìó ïðèâåäåííûì
óðàâíåíèåì áàëàíñà ýíåðãèè. Â ÷àñòíîñòè, èç óðàâíåíèÿ (3.15) íå âèäíî îò
êàêèõ àðãóìåíòîâ çàâèñèò âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè êîíêðåòíûõ
òåîðèé óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè äîëæíî áûòü ïðåîáðàçîâàíî ê ñëåäóþùåé
ôîðìå:

1 2( , ) ( , )T T
e e e et t t

δη δ δ δ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ρϑδ δ δ
A Bf T M f T MU (3.16)

ãäå òåíçîðû A è B íàçûâàþòñÿ ïåðâîé è âòîðîé ìåðîé äåôîðìàöèè ñîîòâåò-
ñòâåííî, ñêàëÿðíûå ôóíêöèè ϑ  è H  íàçûâàþòñÿ òåìïåðàòóðîé è ïëîòíîñòüþ
ýíòðîïèè. Åñëè èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà f1 = Te è f2 = Me, òî òåíçîðû A è B
íàçûâàþòñÿ èñòèííûìè òåíçîðàìè äåôîðìàöèè.

Ðàâåíñòâî òèïà (3.16) íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííûì óðàâíåíèåì áàëàíñà
ýíåðãèè. Ïðè åãî íàïèñàíèè â ðàññìîòðåíèå ââåäåíû äâà íîâûõ ïàðàìåòðà:
òåìïåðàòóðà ϑ è ïëîòíîñòü ýíòðîïèè H . Òîò ôàêò, ÷òî ââåäåíû òîëüêî äâà
íîâûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî íàøèì æåëàíèåì îáîéòèñü
ïðîñòåéøèìè ñðåäñòâàìè. Ñ íåìåíüøèì îñíîâàíèåì âìåñòî (3.16) ìû ìîãëè
áû íàïèñàòü ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè â òàêîé, íàïðèìåð, ôîðìå

T M1 2 1( , ) ( , )T T
e e e et t t

δδη δ δ= ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ρϑδ δ δf fU A BT M

ãäå â êàæäîé òî÷êå ñèñòåìû îòñ÷åòà ââåäåíû äâå òåìïåðàòóðû è äâå ýíòðî-
ïèè. Òàê, íàïðèìåð, ïðèõîäèòüñÿ ïîñòóïàòü â òåîðèè îáîëî÷åê [15, 16]. Èç
óðàâíåíèÿ (3.16) ñðàçó âèäíî, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ìåð äåôîð-
ìàöèè A è B , à òàêæå îò ýíòðîïèè. Â óêàçàíèè àðãóìåíòîâ, îò êîòîðûõ çàâèñèò
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âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, è ñîñòîèò ãëàâíîå íàçíà÷åíèå ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ
áàëàíñà ýíåðãèè, âûâîä êîòîðîãî áóäåò ðàññìîòðåí â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå.

Ðàññìîòðåííûå âûøå òðè ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíà â íàñòîÿùåå âðåìÿ, ïî
ìîåìó ìíåíèþ, èñ÷åðïûâàþò ñïèñîê ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíîâ ìåõàíèêè.
Îäíàêî ïî÷òè îáùåïðèíÿòî â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà
ìåõàíèêè ðàññìàòðèâàòü âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè, â îñíîâàíèè êîòîðîãî
ëåæèò îïûòíûé ôàêò î òîì, ÷òî âñÿ ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò áûòü ïåðåâå-
äåíà â òåïëîâóþ ýíåðãèþ, íî ïîëíîñòüþ ïåðåâåñòè òåïëîâóþ ýíåðãèþ â ìåõà-
íè÷åñêóþ ýíåðãèþ íåâîçìîæíî [17, 18]. Îáîáùåííî ãîâîðÿ, ôîðìóëèðîâêà
âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè � ýòî ïîïûòêà ââåñòè èäåþ íåîáðàòèìîñòè
ìíîãèõ ïðèðîäíûõ è òåõíîãåííûõ ïðîöåññîâ â ðàöèîíàëüíóþ ìåõàíèêó. Âî
ìíîãèõ, åñëè íå âî âñåõ, ñëó÷àÿõ äëÿ ââåäåíèÿ èäåè íåîáðàòèìîñòè â ðàññìàò-
ðèâàåìûå ïðîöåññû äîñòàòî÷íî îáû÷íîãî çäðàâîãî ñìûñëà. Òåì íå ìåíåå,
ìíîãèõ èññëåäîâàòåëåé íå îñòàâëÿåò æåëàíèå ïåðåâåñòè èäåþ íåîáðàòèìîñòè ñ
óðîâíÿ çäðàâîãî ñìûñëà íà óðîâåíü ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà. Ìíîãèå ïîëà-
ãàþò, ÷òî ýòîò ïåðåâîä óæå îñóùåñòâëåí ôîðìóëèðîâêîé âòîðîãî çàêîíà òåðìî-
äèíàìèêè. Ïî ìíåíèþ àâòîðà, çäåñü æåëàåìîå âûäàåòñÿ çà äåéñòâèòåëüíîå.
Ôàêòè÷åñêè â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ñóùåñòâóåò ôîðìóëèðîâêè âòîðîãî çàêîíà
òåðìîäèíàìèêè, îáëàäàþùåé òîé æå ñòåïåíüþ îáùíîñòè, êàêîé îáëàäàþò çàêî-
íû äèíàìèêè è óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà, âîçíèêàþ-
ùàÿ ïðè ïîïûòêå äàòü îáùóþ ôîðìóëèðîâêó âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè,
ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì îáñòîÿòåëüñòâîì. Ôóíäàìåíòàëüíûå çàêîíû ïðåäñòàâ-
ëÿþò ñîáîé óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò áûòü îïðîâåðãíóòû
ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïî÷åìó òàêèå óòâåðæäåíèÿ âñåîáùåãî õàðàêòåðà âîîáùå
âîçìîæíû? Äåëî â òîì, ÷òî ëþáîé ôóíäàìåíòàëüíûé çàêîí ìîæíî âîñïðèíè-
ìàòü êàê îïðåäåëåíèå íåêîé íîâîé âåëè÷èíû. Ïåðâûé çàêîí äèíàìèêè ââîäèò
â ðàññìîòðåíèå íîâîå ïîíÿòèå ñèëû. Âòîðîé çàêîí äèíàìèêè ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå íîâîå ïîíÿòèå ìîìåíòà. Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ââîäèò â ðàñ-
ñìîòðåíèå íîâîå ïîíÿòèå âíóòðåííåé ýíåðãèè. Êîìáèíàöèÿ âñåõ òðåõ çàêîíîâ
ïîçâîëÿåò ââåñòè â ðàññìîòðåíèå òåìïåðàòóðó, ýíòðîïèþ, õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë.
×òî æå îñòàåòñÿ íà äîëþ âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè? Îí íå ââîäèò
íèêàêèõ íîâûõ ïîíÿòèé, íî ïîñòóëèðóåò íåêèå îãðàíè÷åíèÿ íà óæå ââåäåííûå
âåëè÷èíû. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ îòðàæàþò íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î õàðàêòåðå ïî-
âåäåíèÿ ñèñòåìû è íîñÿò îïûòíûé õàðàêòåð. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íîâûå íàáëþäå-
íèÿ è íîâûå îïûòû ìîãóò èçìåíèòü êàê íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î ïðèðîäå ñóùåãî,
òàê è, ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëèðîâêó âòîðîãî çàêîíà òåðìîäèíàìèêè. Ïî ýòîé
ïðè÷èíå âòîðîé çàêîí òåðìîäèíàìèêè â åãî ñóùåñòâóþùåé òðàêòîâêå íåëüçÿ
íàäåëèòü ñòàòóñîì ôóíäàìåíòàëüíîãî çàêîíà, è â äàííîé ðàáîòå ýòîò çàêîí
îòäåëüíî íå ðàññìàòðèâàåòñÿ.

4.  ÏÐÈÂÅÄÅÍÍÎÅ  ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ  ÁÀËÀÍÑÀ  ÝÍÅÐÃÈÈ

Ïåðåõîä îò óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè (3.15) ê ïðèâåäåííîìó óðàâíåíèþ
áàëàíñà ýíåðãèè ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà èíòóèòèâíûå ïðåäñòàâëåíèÿ, íî
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äàæå ôîðìàëüíûå íàðóøåíèÿ óðàâíåíèÿ (3.15) íåäîïóñòèìû. Íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî ìîùíîñòü óïðóãèõ íàïðÿæåíèé âñåãäà ïðèâîäèòñÿ ê íóæíî-
ìó âèäó. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ïðåîáðàçîâàíèè íóæäàþòñÿ òîëüêî ñëàãàåìûå
â óðàâíåíèè (3.15), çàïèñàííûå âî âòîðîé ñòðîêå. Èìåííî â íèõ ñïðÿòàíû
ìíîãèå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ, âûõîäÿùèå çà ðàìêè, òàê ñêàçàòü, êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè. Â êà÷åñòâå èçìåðÿåìûõ ïàðàìåòðîâ (ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ), èí-
òåãðàëüíî õàðàêòåðèçóþùèõ ñâîéñòâà ìàòåðèàëà, âûáåðåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ÷àñòèö â ïðîñòðàíñòâå h è òåìïåðàòóðó ϑ . Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìû
ðàñïîëàãàåì ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðèáîðàìè, ò.å. ìèêðîñêîïîì è òåðìîìåòðîì.
Â êà÷åñòâå ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ, ïîäëåæàùèõ îïðåäåëåíèþ, âûáèðàåì
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë ψ è ýíòðîïèþ H . Ïðèíÿòûå íàèìåíîâàíèÿ ýòèõ
ïåðåìåííûõ íå îáÿçàòåëüíî ñîâïàäàþò ñ òåðìèíàìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ â
ëèòåðàòóðå. Ïîñêîëüêó íèæå ââîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ïîíÿòèé, òî âîçìîæ-
íàÿ íåñîãëàñîâàííîñòü â òåðìèíàõ íå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîé.

Â êà÷åñòâå îäíîé ÷àñòè îïðåäåëåíèÿ äëÿ õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è
ýíòðîïèè ïðèíèìàåì ðàâåíñòâî

t t
δ δΨηϑ + η =δ δ
H (4.1)

( )ph V V + E MT
f fq= − ⋅ + ρ − ⋅ + ⋅ ⋅ × +∇ ∇ τ ∇ ω

Ðàâåíñòâà (4.1), êîíå÷íî, íåäîñòàòî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëèòü õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è ýíòðîïèþ. Â äàëüíåéøåì óðàâíåíèå (4.1)
íåîáõîäèìî áóäåò ðàçáèòü íà äâà óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè è
óðàâíåíèå äèôôóçèè. Íî ñåé÷àñ íàì âàæíî òîëüêî òî, ÷òî ââåäåíèå ïîíÿòèé
ýíòðîïèè è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà ðàâåíñòâîì (4.1) âñåãäà âîçìîæíî è íå
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èÿì. Íî ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ïðè ýòîì íå áóäóò
îïèñûâàòüñÿ òå èëè èíûå ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå. Ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî
îäíîãî õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà è îäíîé ýíòðîïèè íåäîñòàòî÷íî è íåîáõîäèìî
êîíòðîëèðîâàòü íå òîëüêî ïëîòíîñòü ÷àñòèö è òåìïåðàòóðó, íî è äîïîëíèòåëü-
íûå ïàðàìåòðû. Íàïðèìåð, ââîäèòü â ðàññìîòðåíèå íåñêîëüêî òåìïåðàòóð è,
ñîîòâåòñòâåííî, ýíòðîïèé, êàê ýòî äåëàåòñÿ â äèíàìèêå ðàçðåæåííîãî ãàçà.

Ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà (4.1) ñîäåðæèò äâà ôîðìàëüíî ïîõîæèõ ñëàãàåìûõ,
íî èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë ñóùåñòâåííî ðàçëè÷åí. Ýíòðîïèÿ õàðàêòåðèçóåò
ïåðåõîäû ýíåðãèè èç îäíîé ôîðìû â äðóãóþ è ìèãðàöèþ ýòèõ ïåðåõîäîâ
âíóòðè òåëà. Õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë îòâå÷àåò çà äèôôóçèþ ÷àñòèö âíóòðè
òåëà. Ïðè ýòîì â äàííîé ðàáîòå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äèôôóíäèðóþò ëåãêèå ÷àñòèöû,
ìàññîé êîòîðûõ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü â ñðàâíåíèè ñ ìàññîé ÷àñòèö îñíîâíîãî
òåëà. Èíûìè ñëîâàìè, èìåþòñÿ â âèäó ïðîöåññû òèïà ðàñòâîðåíèÿ ãàçà â
òâåðäîì òåëå èëè èñïàðåíèÿ òâåðäûõ ÷àñòèö. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïðè æåëàíèè
ó÷åñòü è ìàññó äèôôóíäèðóþùèõ ÷àñòèö. Íóæíî ïðîñòî âìåñòî óðàâíåíèÿ
(2.4) çàïèñàòü óðàâíåíèå ñ èñòî÷íèêîì â ïðàâîé ÷àñòè.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà âàæíîå ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ îáñòîÿòåëü-
ñòâî. Â ëèòåðàòóðå [13] ïðèâîäèòñÿ òàêîå, íàïðèìåð, îïðåäåëåíèå õèìè÷åñêî-
ãî ïîòåíöèàëà: õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíàÿ îò âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè ïî ÷èñëó ÷àñòèö, ñîñòàâëÿþùèõ ðàññìàòðèâàåìóþ ñèñòåìó.
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Ïðè ýòîì ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ óæå êàêèì-òî îáðàçîì
îïðåäåëåíà. Îáû÷íî ïîñòóëèðóåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå íåêîåé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ,
íàçûâàåìîé âíóòðåííåé ýíåðãèåé. Íî ñìûñë ñëîâà �ñóùåñòâîâàíèå� íåïîíÿ-
òåí. Êîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñóíäóê, ãäå äåíüãè ëåæàò, òî ìû èìååì
â âèäó ðåàëüíîå ñóùåñòâîâàíèå ñóíäóêà. Îäíàêî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, êàê
îáúåêòèâíî ñóùåñòâóþùàÿ (èçìåðÿåìàÿ) âåëè÷èíà, â Ïðèðîäå íå ñóùåñòâóåò.
Ðàâíî êàê íå ñóùåñòâóåò â Ïðèðîäå îáúåêò, íàçûâàåìûé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãè-
åé. Ïîñëåäíþþ ìîæíî âû÷èñëèòü ïî èçìåðÿåìûì ïàðàìåòðàì, íî íåïîñðåä-
ñòâåííî èçìåðèòü êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íåâîçìîæíî. Àíàëîãè÷íî îáñòîèò
äåëî è ñ âíóòðåííåé ýíåðãèåé. Îáðàòèì òåïåðü âíèìàíèå, ÷òî âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ ïîêà åùå íå îïðåäåëåíà. Î íåé ñêàçàíî, ÷òî åñòü òàêàÿ íîâàÿ ôèçè÷åñ-
êàÿ õàðàêòåðèñòèêà òåëà, ïîâåäåíèå êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì áàëàíñà
ýíåðãèè. Íî êàê ìàòåìàòè÷åñêèé îáúåêò, ò.å. ôóíêöèÿ íåêîåãî ÷èñëà çàäàííûõ
àðãóìåíòîâ, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ ó íàñ åùå íå îïðåäåëåíà. Çàðàíåå ýòîãî
ñäåëàòü íåëüçÿ: íåëüçÿ ñíà÷àëà îïðåäåëèòü âíóòðåííþþ ýíåðãèþ, à çàòåì
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë è ýíòðîïèþ. Âñå ýòè ïîíÿòèÿ ìîãóò áûòü ââåäåíû
òîëüêî îäíîâðåìåííî. Èìåííî â ýòîì ñîñòîèò ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå èñïîëüçó-
åìîãî  ïîäõîäà îò ïîäõîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå è òåðìîäè-
íàìèêå. Åñëè ìû ââåäåì íåñêîëüêî òåìïåðàòóð è, ñîîòâåòñòâåííî, íåñêîëüêî
ýíòðîïèé, òî èçìåíèòñÿ è ñìûñëîâîå ñîäåðæàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè. Â óñòà-
íîâëåíèè ñâÿçè ìåæäó âíóòðåííåé ýíåðãèåé, õèìè÷åñêèì ïîòåíöèàëîì, ýíòðîïèåé,
äàâëåíèåì è ò.ä. è ñîñòîèò îñíîâíîå íàçíà÷åíèå ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ áàëàí-
ñà ýíåðãèè, ê âûâîäó êîòîðîãî ìû è ïåðåõîäèì. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî
íèæå âîîáùå íå ïîíàäîáÿòñÿ ïîíÿòèÿ ðàâíîâåñíûõ è íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ.

Èñïîëüçóÿ óðàâíåíèå (4.1), óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ïåðåïèñûâàåì â
âèäå

( ) e

t t t t
+ ηδ η δρ δψ δ= + η + ηϑ +δ ρ δ δ δ

UU Hp

(4.2)
( )V E M .T

e e+ ⋅ ⋅ + × + ⋅ ⋅τ ∇ ω ∇ω

Îñòàëîñü ïðåîáðàçîâàòü ïîñëåäíèå äâà ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè óðàâ-
íåíèÿ (4.2). Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òîæäåñòâî, ñïðàâåäëèâîå äëÿ ëþáîãî
âåêòîðà a

1 ( ) .2
T

t
δ⋅ = × ⋅ ⋅ δ
Pa a Pω

Ñ ó÷åòîì ýòîãî òîæäåñòâà è ðàâåíñòâà (1.12) èìååì

( ) ( )1 1( ) 2
T T
e e t

−
×

δ⋅ ⋅ + × = − ⋅ ⋅ ⋅ − ×δ
gV E g Pτ ∇ ω τ τ

ãäå âåêòîð ×τ  åñòü âåêòîðíûé èíâàðèàíò òåíçîðà eτ .
Ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà (1.9) äëÿ òåíçîðà ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé èìååì

( )1
2

T
T T T
e e et t×

δ δ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ × ⋅ ⋅ δ δ
F PM M M F P∇ω
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Ïðèíèìàÿ âûøåóêàçàííûå ðàâåíñòâà, âìåñòî (4.2) ïîëó÷àåì îêîí÷àòåëü-
íóþ ôîðìó ïðèâåäåííîãî óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíåðãèè

( )
t t t t

δ η + η δρ δψ δ= + η + ηϑ −δ ρ δ δ δ
U U Hep

(4.3)

( ) (1 1 1
2

T T T
e e et t

− − δ δ − ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + δ δ
g Fg g F M M Mτ

Ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè ïîêàçûâàåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ñëåäóþùèõ àðãóìåíòîâ:

( , , , , , ) .η = ρ ψ g F PU F H

Êðîìå òîãî, èç óðàâíåíèÿ (4.3) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ, íàçûâàåìûå ñîîò-
íîøåíèÿìè Êîøè~Ãðèíà

2 1, , ,η ∂η ∂η∂  = ρ ϑ = η = ∂ρ ρ η ∂ ∂ψ 
U U U

Hep

(4.4)
, .T T

e
∂η ∂η ∂η= − ⋅ − ⋅ =∂ ∂ ∂

U U Ug F M
g F F

τ e

×òî êàñàåòñÿ êîýôôèöèåíòà ïðè ìàòåðèàëüíîé ïðîèçâîäíîé îò òåíçîðà
ïîâîðîòà, òî ïðè âûâîäå ôîðìóëû äëÿ íåãî íåîáõîäèìî ó÷åñòü, ÷òî êîìïîíåíòû
òåíçîðà ïîâîðîòà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ìîäè-
ôèöèðîâàííîìó óðàâíåíèþ Ïóàññîíà (1.6) èìååì îãðàíè÷åíèå íà ìàòåðèàëü-
íóþ ïðîèçâîäíóþ îò òåíçîðà ïîâîðîòà ñëåäóþùåãî âèäà:

( , ) ( , ) ( , ) ( )Tt t t
t

δ ⋅ = × ⇒ ⋅ ⋅ ⋅δ
P x P x x E A PωT

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà A . Ñëåäî-
âàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

( )1 , :2
T
e e ×

∂η = ⋅ − × + ⋅ ∀ =∂
U M F P A P A A
P

τ

×òîáû èñêëþ÷èòü îòñþäà ïðîèçâîëüíûé ñèììåòðè÷íûé òåíçîð A, íåîá-
õîäèìî óìíîæèòü ýòî óðàâíåíèå íà òåíçîð PT ñëåâà è âû÷èñëèòü âåêòîðíûå
èíâàðèàíòû îò îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷èâøåãîñÿ ðàâåíñòâà. Ðåçóëüòàòîì óêàçàí-
íûõ îïåðàöèé áóäåò ñëåäóþùåå óðàâíåíèå:

P M F B B B B
P

0 , :T T
e e

∂η ⋅ + ⋅ − τ ⋅ ⋅ = ∀ = − ∂ 
U (4.5)

êîòîðîå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà B .
Ïîñêîëüêó òåíçîðû ñèëîâûõ è ìîìåíòíûõ íàïðÿæåíèé óæå îïðåäåëåíû ñîîò-
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íîøåíèÿìè Êîøè~Ãðèíà (4.4), òî óñëîâèå (4.5) íàëàãàåò íåêîòîðûå îãðàíè-
÷åíèÿ íà çàäàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè. À èìåííî, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ äîëæíà
óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà:

( ) ( ) (
T T T∂ ∂ ∂     ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅     ∂ ∂ ∂     

U U U
B g B P B

g P F
(4.6)

ãäå B � ïðîèçâîëüíûé êîñîñèììåòðè÷íûé òåíçîð.
Òàêèì îáðàçîì, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íå ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíîé ôóíê-

öèåé àðãóìåíòîâ P, g, F, íî äîëæíà çàâèñåòü îò íåêèõ êîìáèíàöèé ýòèõ
àðãóìåíòîâ. ×òîáû âûÿâèòü îò êàêèõ èìåííî êîìáèíàöèé çàâèñèò âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ, íåîáõîäèìî íàéòè îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4.6) ñ ÷àñòíûìè ïðî-
èçâîäíûìè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Òåîðèÿ òàêèõ óðàâíåíèé õîðîøî ðàçðàáîòàíà
[19]. Ïîìèìî óðàâíåíèÿ (4.6) âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü
åùå îäíîìó óðàâíåíèþ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Äåéñòâèòåëüíî, òåíçîð eτ
ÿâëÿåòñÿ äåâèàòîðîì, ò.å. åãî ñëåä äîëæåí ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ïîýòîìó èç ñîîòíî-
øåíèé Êîøè~Ãðèíà (4.4) èìååì

g + F
g F

0 .
T T∂ ∂   ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =   ∂ ∂   

U U (4.7)

Èòàê, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ äîëæíà òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì
(4.6) è (4.7) â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Êîíêðåòíûå äåòàëè
áóäóò ðàññìîòðåíû â ñëåäóþùåì ïóíêòå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íåïîëÿðíîé ñðåäû.

5.  ÍÅÏÎËßÐÍÀß  ÑÏËÎØÍÀß  ÑÐÅÄÀ
Ñ  ÊÓËÎÍÎÂÛÌ  ÒÐÅÍÈÅÌ

Ñîñðåäîòî÷èì ñâîå âíèìàíèå íà íåïîëÿðíûõ ñðåäàõ ñî ñëàáî âûðàæåí-
íîé ìèêðîñòðóêòóðîé. Ïðèìåì, ÷òî óïðóãàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ òåíçîðà ìîìåíòíûõ
íàïðÿæåíèé Me ðàâíà íóëþ. Â òàêîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå èç ñîîòíîøåíèé
Êîøè~Ãðèíà (4.4) ïîêàçûâàåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò òåíçîðà F.
Êðîìå òîãî, ïðèìåì, ÷òî äåâèàòîð óïðóãîé ÷àñòè òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñèììåò-
ðè÷åí

, ( ) .T T
e e e e ×= = ⇒ =M 0 0τ τ τ

Ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ ïðèâåäåííîå óðàâíåíèå áàëàíñà ýíåðãèè (4.3)
ïðèíèìàåò áîëåå ïðîñòîé âèä

1( ) (e T
et t t t

−+ ηδ η δρ δψ δ= + η + ηϑ − ⋅δ ρ δ δ δ
UU H g τp

( , , , ) .⇒ = ρ ψ gU U H

Ñîîòíîøåíèÿ Êîøè~Ãðèíà (4.4) ïðèíèìàþò âèä

2 1, , ,e
η ∂η ∂η∂  = ρ ϑ = η = ∂ρ ρ η ∂ ∂ψ 
U U U

H
p (5.1)
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Ñèììåòðè÷íîñòü òåíçîðà eτ  è òðåáîâàíèå tr 0e =τ  ïðèâîäÿò ê ñëåäóþ-
ùèì îãðàíè÷åíèÿì, íàëàãàåìûì íà âíóòðåííþþ ýíåðãèþ:

( ) 0, 0, :
   ∂ ∂⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ∀ = −   ∂ ∂   

U U
T T

B g g B B B
g g

(5.2)

Äëÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëó÷èëè äâà óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà [19] äëÿ ïåðâîãî èç ýòèõ
óðàâíåíèé èìååò âèä

,d
ds

= ⋅g
B g (5.3)

Ýòà ñèñòåìà äåâÿòîãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíà â äåâÿòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå
òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. Ïåðâîå èç óðàâíåíèé (5.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâîáîäíàÿ
ýíåðãèÿ ïîñòîÿííà âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé óðàâíåíèÿ (5.3). Èíûìè ñëî-
âàìè, âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ åñòü èíòåãðàë ñèñòåìû (5.3), äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóåò
íå áîëåå âîñüìè íåçàâèñèìûõ èíòåãðàëîâ. Îäíàêî íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî òå
èíòåãðàëû, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò ïðîèçâîëüíî âûáèðàåìîãî òåíçîðà B. Òàêèõ
èíòåãðàëîâ øåñòü, è èõ íåòðóäíî íàéòè. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óìíîæèòü îáå
÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.3) íà òåíçîð Tg  ñëåâà. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

.
T

T T Td d
ds ds⋅ = ⋅ ⋅ ⇒ ⋅ = − ⋅ ⋅g gg g g g g gB B

Ñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ óðàâíåíèÿ, íàõîäèì øåñòü ñêàëÿðíûõ èíòåãðà-
ëîâ óðàâíåíèÿ (5.3) èëè îäèí òåíçîðíûé èíòåãðàë

*
*, ( , , ,Td

ds = = ⋅ ⇒ = ρ ψG
0 G g g GU U H (5.4)

Òåíçîð G* ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì õîðîøî èçâåñòíîãî â ëèòåðàòóðå ïî íåëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè [10] òåíçîðà, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì äëÿ ìåðû
äåôîðìàöèè Êîøè~Ãðèíà. Òàêèì îáðàçîì, åñëè âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàäàíà
êàê ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ òåíçîðà G*, òî îíà òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò
ïåðâîìó èç óñëîâèé (5.2). Äëÿ âûïîëíåíèÿ âòîðîãî èç óñëîâèé (5.2) íåîáõî-
äèìî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå:

*
*

0 0 .
TT  ∂ ∂ ⋅ ⋅ = ⇒ ⋅ ⋅ =   ∂ ∂   

g G
g G
U U

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ñèñòåìà äëÿ âòîðîãî èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò âèä
ïåðâîãî èç óðàâíåíèé

* *
* * ,

m
md d

m
ds ds= ⇒ =G G

G G (5.5)
ãäå m åñòü ëþáîå öåëîå ÷èñëî.

Ýòî � ñèñòåìà øåñòîãî ïîðÿäêà, êîòîðàÿ èìååò íå áîëåå ïÿòè íåçàâèñè-
ìûõ èíòåãðàëîâ. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî îáùèì èíòåãðàëîì ñèñòåìû (5.5)
ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíûé òåíçîð

1/3 2/3
3 * * 3 3( ) ( ) , ( ) 1 .TI I I− −= = ⋅ =G G G g g g G (5.6)
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Òåíçîð G , ñëåäóÿ [2], áóäåò íàçûâàòüñÿ òåíçîðîì ôîðìîèçìåíåíèÿ. Îêîí-
÷àòåëüíî ïîëó÷èëè, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ èìååò âèä

( , , , )= ρ ψ GU U H (5.7)
è òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèÿì (5.2). Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå
äëÿ äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé (5.1) ïðèíèìàåò âèä

2/3
3

2 2 ( ) .3
T

e I−∂η ∂η = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ∂ ∂ 
U Uτ G E g g g

G G
(5.8)

Äàëüíåéøàÿ êîíêðåòèçàöèÿ òðåáóåò çàäàíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè.
Îáðàòèìñÿ ê îáñóæäåíèþ òåíçîðîâ âÿçêèõ íàïðÿæåíèé. Ñëåäóåò ïîä÷åð-

êíóòü, ÷òî ïëàñòè÷íîñòü � ýòî ñâîéñòâî ìàòåðèàëà, êîòîðîå íå èñ÷åçàåò äàæå â
òîì ñëó÷àå, åñëè äèññèïàöèÿ ýíåðãèè â ìàòåðèàëå îòñóòñòâóåò. Áîëåå òîãî,
âëèÿíèå âÿçêèõ íàïðÿæåíèé íà ïëàñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå ñëèøêîì
çíà÷èòåëüíî. Èñêëþ÷åíèå, âîçìîæíî, ñîñòàâëÿþò ñûïó÷èå ñðåäû, â êîòîðûõ, ïî
ìíåíèþ ìíîãèõ àâòîðîâ, âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñóõîå òðåíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè
ñðåäû. Óáåäèòåëüíûõ ñïîñîáîâ ââåäåíèÿ ñóõîãî òðåíèÿ â ìåõàíèêó ñïëîøíûõ
ñðåä â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå ïðåäëîæåíî, õîòÿ ýòîìó ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî
ïóáëèêàöèé. Îáû÷íî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âÿçêîå òðåíèå çàâèñèò îò ãðàäèåíòà âåêòî-
ðà ñêîðîñòè. Òàê  îáñòîèò äåëî, íàïðèìåð, â íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, ìàòåðèàëå
Ìàêñâåëëà è íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ òåîðèÿõ ïëàñòè÷íîñòè [1, 2]. Ïîëíûé
àíàëèç ðîëè âÿçêèõ íàïðÿæåíèé îñòàâèì çà ðàìêàìè äàííîé ðàáîòû è îãðà-
íè÷èìñÿ ââåäåíèåì òîëüêî ñóõîãî òðåíèÿ. Ïðèìåì äîïóùåíèå, ÷òî òåíçîðû
âÿçêèõ íàïðÿæåíèé ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì ïðîñòåéøåì âèäå:

, .f f= × =T E t M 0 (5.9)
Äîïóùåíèÿìè (5.9) ìû èñêëþ÷àåì èç ðàññìîòðåíèÿ òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè,

îñíîâàííûå íà òåîðèÿõ òå÷åíèÿ. Ïðè æåëàíèè ýòî ëåãêî èñïðàâèòü, ñëåäóÿ,
íàïðèìåð, ðàáîòå [2]. Äëÿ âåêòîðà íàïðÿæåíèé t ñ÷èòàåì, ÷òî ñïðàâåäëèâ
çàêîí ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà

( ) Vt n n n n
V

2 ,
2e ek − ×= − ⋅ ⋅ σ ⋅ ⋅ ≠

− ×
ω ∇τ τ ω
ω ∇ (5.10)

ãäå k > 0� êîýôôèöèåíò òðåíèÿ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ìàòåðè-
àëà; õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ s îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

1 , 0 ;
( )

0 , 0 .
e

e
e

⋅ ⋅ <
σ ⋅ ⋅ =  ⋅ ⋅ ≥

τ
τ

τ
n n

n n
n n

Åäèíè÷íûé âåêòîð n â âûðàæåíèè (5.10) íàõîäèòñÿ ïî òåíçîðó τe èç
ðåøåíèÿ çàäà÷è

max , , : 1 ,e⋅ ⋅ = ∀ = = ⋅τn m n m n m n m (5.11)
Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (5.11) åäèíñòâåííî.
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Ñêàçàííîå âûøå îòíîñèëîñü ê ñëó÷àþ ñêîëüæåíèÿ. Åñëè ïðîñêàëüçûâà-
íèå îòñóòñòâóåò, òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

2 2 .t
δ= × ⇒ − = ρ δω ∇ V t L (5.12)

Èñïîëüçîâàâ ýòî ñîîòíîøåíèå, âåêòîð t ìîæíî èñêëþ÷èòü èç ïåðâîãî
çàêîíà äèíàìèêè. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñóõîå òðåíèå ìîæíî çàìåíèòü çíà÷è-
òåëüíî áîëåå ïðîñòûì âÿçêèì òðåíèåì. Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî óðàâíåíèÿ
(5.10) íóæíî ïðèíÿòü

( )1 ,2k= − − ×ω ∇t V (5.13)

ãäå k > 0 � êîýôôèöèåíò âÿçêîãî òðåíèÿ.

6.  ÈÇÎÒÐÎÏÍÀß  ÍÅÏÎËßÐÍÀß  ÑÐÅÄÀ

Ïðèâåäåííûå âûøå ïîñòðîåíèÿ íîñèëè äîñòàòî÷íî îáùèé õàðàêòåð, ïî-
ñêîëüêó ÷àñòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ñâîéñòâàõ ñðåäû ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçî-
âàëèñü. Äàæå ïðåäïîëîæåíèÿ ñïëîøíîñòè ïî ñóùåñòâó íå ïðèíèìàëèñü. Â
ñàìîì äåëå, ðàçðûâû ñïëîøíîñòè âñåãäà ìîæíî ñãëàäèòü âûáîðîì ôóíêöèè
ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö. Ïîýòîìó âñå ñêàçàííîå âûøå ïðèìåíèìî äëÿ îïèñàíèÿ
ïðîèçâîëüíûõ íåóïðóãèõ è, â ÷àñòíîñòè, ïëàñòè÷åñêèõ è ñûïó÷èõ ñðåä. Ðàíåå
íåîäíîêðàòíî âûñêàçûâàëàñü òî÷êà çðåíèÿ, ÷òî íåóïðóãèå ñðåäû íà ýòàïå
íàãðóæåíèÿ âåäóò ñåáÿ âïîëíå àíàëîãè÷íî íåëèíåéíî óïðóãèì òåëàì, îòëè÷àÿñü
îò íèõ òîëüêî íà ýòàïå ðàçãðóçêè. Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî óïðóãèå íàïðÿ-
æåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò âíóòðåííåé ýíåðãèè
ïî ôîðìóëàì âïîëíå àíàëîãè÷íûì òàêîâûì â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
×òî êàñàåòñÿ íåóïðóãèõ ñîñòàâëÿþùèõ, òî èõ âëèÿíèå íà âíóòðåííþþ ýíåðãèþ
ïðîÿâëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè âíóòðåííåé ýíåðãèè îò ýíòðîïèè è õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà. Òàêèì îáðàçîì, âñÿ èíôîðìàöèÿ î ñâîéñòâàõ ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ
ñòðîåíèåì âíóòðåííåé ýíåðãèè. Ïîýòîìó çàäàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ýêâèâà-
ëåíòíî çàäàíèþ óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ñðåäû. Äëÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ óðàâíå-
íèÿ ñîñòîÿíèÿ èçó÷åíû äîñòàòî÷íî õîðîøî. Îíè ñâîäÿòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ
ñâÿçè ìåæäó äàâëåíèåì, ìàññîâîé ïëîòíîñòüþ è òåìïåðàòóðîé, íî ìîãóò áûòü
ïåðåïèñàíû è â òåðìèíàõ âíóòðåííåé ýíåðãèè. Íå ñòîëü óáåäèòåëüíî îáñòîèò
äåëî ñ óðàâíåíèåì ñîñòîÿíèÿ òâåðäûõ òåë, êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â ðàçíûõ
ôîðìàõ. Ñ îäíîé èç ýòèõ ôîðì ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ ïî êíèãå [20]. Ñóùåñòâó-
þò è äðóãèå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ, èç êîòîðûõ íàèáîëåå èçâåñòíûì ÿâëÿåòñÿ
óðàâíåíèå Ìè~Ãðþíàéçåíà. Îäíàêî ïîäõîä, èçëîæåííûé â [20] è äðóãèõ
ðàáîòàõ, íå ïîçâîëÿåò â ïîëíîé ìåðå îïèñàòü óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ òâåðäûõ òåë.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçëè÷èå ìåæäó æèäêèìè è òâåðäûìè òåëàìè çàêëþ÷àåòñÿ,
ãëàâíûì îáðàçîì, â èõ ðåàêöèè íà èçìåíåíèå ôîðìû. Îïèñàòü ýòó ðåàêöèþ,
èãíîðèðóÿ ïðè ýòîì äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé, àâòîðó êàæåòñÿ ïðîáëåìîé,
íå èìåþùåé ðåøåíèÿ. Áåç ó÷åòà äåâèàòîðà òåíçîðà íàïðÿæåíèé ìîæíî äîñòà-
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òî÷íî ïîëíî îïèñàòü òîëüêî ðàçëè÷èå ìåæäó æèäêîñòÿìè è ãàçàìè. Âåðíóâ-
øèñü ê ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä, çàìåòèì, ÷òî ïðè êëàññè÷åñêîì ïîäõîäå ê
îïèñàíèþ ïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ öåíòðàëüíóþ ðîëü èãðàåò òàê íàçûâàåìûé
êðèòåðèé òåêó÷åñòè, ò.å. íåêîå óñëîâèå, íàëàãàåìîå íà äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿ-
æåíèé. Èç êðèòåðèÿ òåêó÷åñòè ñëåäóåò òàê íàçûâàåìûé àññîöèàòèâíûé çàêîí
òå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé ñâÿçûâàåòñÿ ñ òåíçîðîì
äåôîðìàöèè è òåíçîðîì ñêîðîñòåé äåôîðìàöèè [2] íå àíàëèòè÷åñêèìè çàâè-
ñèìîñòÿìè. Èíûìè ñëîâàìè, äåâèàòîð òåíçîðà óïðóãèõ íàïðÿæåíèé, êîòîðûé,
ïî îïðåäåëåíèþ, íå çàâèñèò îò ñêîðîñòåé, ïðè îïèñàíèè íåóïðóãèõ ñâîéñòâ
ìàòåðèàëà èãíîðèðóåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò
òåíçîðà ôîðìîèçìåíåíèÿ. Îäíàêî äëÿ òâåðäûõ òåë, êîòîðûå î÷åâèäíûì îáðà-
çîì ñîïðîòèâëÿþòñÿ èçìåíåíèþ ôîðìû, ýòî íåïðèåìëåìî*, èáî îáñóæäàåìîå
äîïóùåíèå îçíà÷àåò îòêàç îò ðàññìîòðåíèÿ î÷åíü ìíîãèõ íàáëþäàåìûõ ÿâëå-
íèé. Ïîýòîìó îäíà èç çàäà÷ òåîðèè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ñòðîåíèÿ
âíóòðåííåé ýíåðãèè, êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå äîëæíî íå òîëüêî ó÷èòûâàòü
íàëè÷èå òâåðäîé ôàçû, íî è îòðàæàòü íàëè÷èå ìíîãèõ òâåðäîòåëüíûõ ôàç.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòà ïðîáëåìà ïî÷òè íå èçó÷åíà. Ïîýòîìó àíàëèç âîç-
ìîæíûõ ôîðì çàäàíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè öåëåñîîáðàçíî íà÷àòü ñ ÷àñòíûõ
ñëó÷àåâ.

Ïðåæäå âñåãî, ïðèìåì, ÷òî ìàòåðèàë ÿâëÿåòñÿ èçîòðîïíûì. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ òåíçîðà

I I I IG E G G1 2 1 2( , , , , ) , ( ) , (η = Φ ρ ψ ≡ ⋅ ⋅U H (6.1)
Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ â ñîîòíîøåíèÿ Êîøè~Ãðèíà (5.1) ñ ó÷åòîì

ñîîòíîøåíèé (5.8), ïîëó÷àåì

2 1, , ,e
η ∂η ∂η∂  = ρ ϑ = η = ∂ρ ρ η ∂ ∂ψ 
U U U

H
p (6.2)

1 2
1 2 1 2

2 23e I I
I I I I

∂η ∂η ∂η ∂η  = + − +  ∂ ∂ ∂ ∂  
U U U Uτ Λ ΛE

ãäå òåíçîð L íàçûâàåòñÿ òåíçîðîì ôîðìîèçìåíåíèÿ, îòâå÷àþùèì ìåðå äåôîð-
ìàöèè Àëüìàíçè [2].

Èíâàðèàíòû òåíçîðîâ G è L ñîâïàäàþò è îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

2 2
1 1 2 2 1 2

1 2

1( ) 3 , ( )I I= Λ + Λ + ≥ = Λ + ΛΛ ΛΛ Λ

ãäå L1, L2 ñóòü äâà ñîáñòâåííûõ ÷èñëà òåíçîðà L .
Âìåñòî èíâàðèàíòà I2(L) ââåäåì äðóãîé èíâàðèàíò s

2 2 2
2 1 1 2 1 33 ( ) ( ) ( ) ( ) (I Iσ ≡ − = Λ − Λ + Λ − Λ +G G (6.3)

1 2 3 1 .Λ Λ Λ =

* Ñåé÷àñ îáñóæäàåòñÿ îáùàÿ ñèòóàöèÿ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ ÷àñòíûõ ìîäåëåé ïðèåìëåìû è ïîëåçíû ñ ïðàêòè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ ñàìûå ðàçíûå äîïóùåíèÿ.
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Åñëè 0σ = , òî G = E . Âíóòðåííþþ ýíåðãèþ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê
ôóíêöèþ èíâàðèàíòîâ I1(L) è s. Â òàêîì ñëó÷àå âìåñòî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ
äåâèàòîðà (6.2) áóäåì èìåòü

( ) 2 2
1

1
1

( )12 23 3e

I
II

∂η ∂η σ −= − − + +∂ ∂σ 
U Uτ Λ E E

Ýòî ñîîòíîøåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â áîëåå êîìïàêòíîé ôîðìå

( )E2

1
2 6 ,9e I

∂η ∂η σ= − − −∂ ∂σ
U Uτ λ λ (6.4)

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ

tr1 2 2
2 1, 3 ( ) ( ) 3 .3

I
I I= − σ ≡ − =λ Λ λE G G (6.5)

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå õàðàêòåð çàâèñèìîñòè äåâèàòîðà óïðóãèõ
íàïðÿæåíèé îò èíâàðèàíòîâ I1(L) è s . Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñëó÷àé ìàëûõ
äåôîðìàöèé, êîãäà 1∇ <<u . Â ýòîì ñëó÷àå ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëûõ âòîðîãî
ïîðÿäêà ïîëó÷àåì

dev dev1 2 3 , 2 , 2 , 2I I= = = − λ = −Λ ε εE
ãäå e åñòü ëèíåéíûé òåíçîð äåôîðìàöèè.

Ñîîòíîøåíèå (6.4) óïðîùàåòñÿ è ïðèíèìàåò âèä

dev 2

1
2 ( ), 2 .e O

I
∂η ∂η= µ + µ ≡∂σ ∂

U Uτ ε ε (6.6)

Ïàðàìåòð m  ìîæåò áûòü íàçâàí ìîäóëåì ñäâèãà. Åñëè äîïóñòèòü* , ÷òî
ïðîèçâîäíàÿ îò âíóòðåííåé ýíåðãèè ïî ïàðàìåòðó s îãðàíè÷åíà ïðè 0σ → ,
òî èç óðàâíåíèÿ (6.6) âèäèì, ÷òî â ëèíåéíîé òåîðèè çàâèñèìîñòü âíóòðåííåé
ýíåðãèè îò ïàðàìåòðà s ÿâëÿåòñÿ íåñóùåñòâåííîé. Äëÿ ïðîñòîòû ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ âîîáùå íå çàâèñèò îò èíâàðèàíòà
I2(L). Òîãäà ïîëó÷èì áîëåå ïðîñòîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå

( )1
1

12 2 , 2 ,3e I
I

∂η= µ − ≡ − µ µ ≡ µ∂
Uτ Λ λE  (6.7)

×òîáû ÿñíåå ïðåäñòàâèòü ñåáå ïîòåðè, ñâÿçàííûå ñ ïåðåõîäîì îò óðàâíå-
íèÿ (6.4) ê óðàâíåíèþ (6.7), ðàññìîòðèì ñëó÷àé ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé
äåôîðìàöèè ïîëîãî øàðà

( ) ( ) ,r r r r rF r a b= ⇒ = ⊗ + − ⊗u e g e e E e e

1 , 1 .dF Fa bdr r≡ − ≡ −

* Ýòî äîïóùåíèå âñåãäà ïðèíèìàåòñÿ è â ëèíåéíîé, è â íåëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò
ôèçè÷åñêèõ àðãóìåíòîâ, îïðàâäûâàþùèõ ýòî äîïóùåíèå.
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Òîãäà äëÿ ìåð äåôîðìàöèè èìååì

( )
2 2

2
3 2 4

, (9 183 r r
b a

a b
− σ σ= − ⊗ − = − +λ λE e e E E

2 2 2

3 4 8

2( ) .b a
a b
−σ =

Äëÿ îäíîðîäíîé äåôîðìàöèè ñïëîøíîãî øàðà âåðíû ðàâåíñòâà

( ) , ,F r r const a b= λ λ = ⇒ =
è äåâèàòîð òåíçîðà íàïðÿæåíèé ðàâåí íóëþ, êàê ýòî è äîëæíî áûòü. Â ýòîì
ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (6.4) è (6.7) ñîâïàäàþò. Åñëè æå a b≠ , òî ìåæäó âûðàæå-
íèÿìè (6.4) è (6.7) èìååòñÿ êà÷åñòâåííîå ðàçëè÷èå. À èìåííî, óðàâíåíèå
(6.7) ïîêàçûâàåò îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèé íà ïëîùàäêàõ r = const , à âûðàæåíèå
(6.4) äàåò íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ýòèõ ïëîùàäêàõ. Áåç ñïåöèàëüíîãî
àíàëèçà òðóäíî ñêàçàòü, íàñêîëüêî ñóùåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ó÷åò óïîìÿíóòûõ
íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé. Ñ ôîðìàëüíî ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïåðåõîä
îò âûðàæåíèÿ (6.4) ê óðàâíåíèþ (6.7), êîíå÷íî, óïðîùàåò òåîðèþ è ïîòîìó
âåñüìà æåëàòåëåí. Îäíàêî ñ èíòóèòèâíîé òî÷êè çðåíèÿ çàâèñèìîñòü âíóòðåí-
íåé ýíåðãèè îò ïàðàìåòðà s êàæåòñÿ áîëåå ðàçóìíîé, íåæåëè çàâèñèìîñòü îò
ïàðàìåòðà I1, íî âåäåò ê ñåðüåçíûì óñëîæíåíèÿì. Åñëè, íàïðèìåð, âíóòðåííÿÿ
ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà σ , òî âûðàæåíèå (6.4) íå äîïóñêàåò
ëèíåàðèçàöèè è ïðèíèìàåò âèä

( ) ( )2 236 9 9e

∂η ∂ησ σ= − − = − −∂σ σ ∂ σ
U Uτ λ λE E (6.8)

Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (6.8) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå, íåæåëè óðàâíåíèå
(6.7). Îäíàêî èìååòñÿ íåñêîëüêî ïðàâäîïîäîáíûõ àðãóìåíòîâ, ãîâîðÿùèõ â
ïîëüçó óðàâíåíèÿ (6.8). Íå ìåíåå ñèëüíûå àðãóìåíòû èìåþòñÿ â ïîëüçó ïîëíîãî
óðàâíåíèÿ (6.5), íå äîïóñêàþùåãî ïåðåõîä ê óïðîùåííûì  óðàâíåíèÿì (6.7)
èëè (6.8). Àíàëèç ýòîé ñèòóàöèè îñòàâèì äëÿ áóäóùèõ èññëåäîâàíèé.

7.  ÓÐÀÂÍÅÍÈß  ÒÅÏËÎÏÐÎÂÎÄÍÎÑÒÈ  È  ÄÈÔÔÓÇÈÈ

Âåðíåìñÿ ê óðàâíåíèþ (4.1), ââîäÿùåìó â ðàññìîòðåíèå ýíòðîïèþ è
õèìè÷åñêèé ïîòåíöèàë. Â ïðèâåäåííîì âèäå îíî õàðàêòåðèçóåò òîëüêî ñóì-
ìàðíîå âëèÿíèå ýíòðîïèè è õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà íà âíóòðåííþþ ýíåðãèþ.
×òîáû ÿñíåå ïðåäñòàâèòü ðîëü ýòèõ ïîíÿòèé â ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîöåññàõ, à
íå òîëüêî èõ ó÷àñòèå â ôîðìèðîâàíèè âíóòðåííåé ýíåðãèè, ïåðåïèøåì óðàâíå-
íèå (4.1) â âèäå äâóõ ðàâåíñòâ

ph V V E M1 1 1 ( )T T
f fq− ⋅ + ρ − ⋅ + ⋅ ⋅ + × +∇ ∇ τ ∇ ω (7.1)

2 2 2 .q Q
t

δψ− ⋅ + ρ − ⋅ = η −δ∇ ∇ph V (7.2)
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Â óðàâíåíèÿõ (7.1) è (7.2) ïðèíÿòî

1 2 1 2 1 2, , .fq q q= + = + = +p p ph h h
Êðîìå òîãî, â óðàâíåíèÿ (7.1) è (7.2) ââåäåíî äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå

Q , êîòîðîå îïèñûâàåò ñêîðîñòü îáìåíà ýíåðãèÿìè â ïðîöåññàõ òåïëîïðîâîäíî-
ñòè è äèôôóçèè. Ïîíÿòíî, ÷òî ðàçáèåíèå ðàâåíñòâà (4.1) íà äâà óðàâíåíèÿ
(7.1) è (7.2) âñåãäà îñóùåñòâèìî ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäáîðå çíà÷åíèÿ Q .
Â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî ñäåëàòü îáîñíîâàííûé âûáîð îïðåäå-
ëÿþùèõ óðàâíåíèé äëÿ ïîòîêîâ ýíåðãèè q1 è q2. Äëÿ âåêòîðîâ ïîòîêà ýíåðãèè
ïðèìåì ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ

1 11 12 2 21 22, ,a a a a= + ψ = + ψH Hh h∇ ∇ ∇ ∇ (7.3)
ãäå êîýôôèöèåíòû a12 è a21 õàðàêòåðèçóþò ñâÿçàííîñòü òåïëîâûõ è äèôôóçè-
îííûõ ïîòîêîâ ýíåðãèè; èíîãäà èõ ìîæíî ñ÷èòàòü ìàëûìè èëè âîîáùå ðàâ-
íûìè íóëþ; êîýôôèöèåíòû a11 è a22 íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè òåïëîïðî-
âîäíîñòè è äèôôóçèè ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè ïðèíÿòèè ðàâåíñòâ a12 = a21 = a22  = 0 îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (7.3)
ïåðåõîäÿò â èçâåñòíûé çàêîí Ôóðüå~Ñòîêñà ñ òåì ðàçëè÷èåì, ÷òî âìåñòî
ãðàäèåíòà òåìïåðàòóðû îí ñîäåðæèò ãðàäèåíò ýíòðîïèè. Ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ïðèíÿòîå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå êàæåòñÿ ïðàâäîïîäîáíûì, íî âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óêàçàííîå ðàçëè÷èå íåñóùåñòâåííî. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî
óðàâíåíèÿ (7.1) è (7.2) îïðåäåëÿþò òîëüêî îáùèå êîíòóðû. Îòäåëüíûõ è
îòíþäü íå î÷åâèäíûõ ðàññóæäåíèé òðåáóþò ôîðìóëèðîâêè îïðåäåëÿþùèõ
óðàâíåíèé äëÿ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â óðàâíåíèÿ (7.1) è (7.2). Ýòè ðàññóæäå-
íèÿ îñòàâèì çà ðàìêàìè äàííîé ðàáîòû è îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî óêàçàíèåì íà
èõ ôèçè÷åñêèé ñìûñë è ïðîöåññû, çà êîòîðûå îíè îòâåòñòâåííû. Âïîëíå ÿñåí
ñìûñë âåëè÷èí p p M1 2, , ,T T

f fτ  � îíè îòâå÷àþò çà âíóòðåííåå òðåíèå â
ñðåäå, ò.å. çà ïåðåõîäû ýíåðãèè èç îäíîé ôîðìû â äðóãóþ âíóòðè ñðåäû.
Âåëè÷èíû  q1 è q2 îòâå÷àþò çà âçàèìîäåéñòâèå ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé. Ïðè
ýòîì ñëåäóåò èìåòü â âèäó, ÷òî îêðóæàþùàÿ ñðåäà ðåàëüíî ñóùåñòâóåò âî âñåõ
òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, â òîì ÷èñëå è âíóòðè ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà. Íàïðèìåð,
ýëåêòðîìàãíèòíîå ïîëå ñóùåñòâóåò êàê âíóòðè òåëà, òàê è âíå åãî. Åñëè ìû
õîòèì ó÷åñòü ðàäèàöèîííîå îáëó÷åíèå òåëà, òî åãî âëèÿíèå âîéäåò â îáñóæäà-
åìûå óðàâíåíèÿ ÷åðåç âåëè÷èíû q1 è q2. Âîçäåéñòâèå íà âåùåñòâî ïó÷êàìè
çàðÿæåííûõ ÷àñòèö [21] òàêæå îïèñûâàåòñÿ âåëè÷èíàìè q1 è q2. Ïîýòîìó
ðîëü âåëè÷èí q1 è q2 âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ î÷åíü âåëèêà, íî ïðîáëåìà èõ ïðàâèëü-
íîãî è îáîñíîâàííîãî âûáîðà åùå æäåò ñâîåãî ðåøåíèÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî íåëüçÿ
èãíîðèðîâàòü ïîòîêè ýíåðãèè Q , q1 è q2, åñëè â ñðåäå ïðîèñõîäÿò õèìè÷åñêèå
ðåàêöèè.

Íà ýòîì îáùèå ïîñòðîåíèÿ çàêàí÷èâàþòñÿ. Ïðîáëåìà ñâåëàñü ê ïîñòðî-
åíèþ îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé, ò.å. ê çàäàíèþ âíóòðåííåé ýíåðãèè. Çäåñü ìû
âñòóïàåì íà êðàéíå çûáêóþ ïî÷âó. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ìû ðàñïîëàãàåì îãðîì-
íûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì ìàòåðèàëîì è çíàíèåì òîãî, ÷òî ïðîèñõîäèò â ìàòå-
ðèàëå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, àäåêâàòíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ðàçðàáîòàíû
òîëüêî äëÿ òåðìîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìû áîëåå îáùèå ìà-
òåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ðåàëüíûõ ïðîöåññîâ, èäóùèõ â ìàòåðèàëå.
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Áåç ýòîãî ìåõàíèêà íèêîãäà íå ñìîæåò ïðèíÿòü àêòèâíîå ó÷àñòèå â ðàçðàáîòêå
ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé. Êàêîâû áû íè áûëè òðóäíîñòè, âîçíèêàþùèå íà
ýòîì ïóòè, îíè äîëæíû áûòü ïðåîäîëåíû. Ðàçóìååòñÿ, àâòîð íå çíàåò âñåõ
íåîáõîäèìûõ äëÿ ýòîãî ðåöåïòîâ. Ïîýòîìó âñå íèæåñëåäóþùèå ðàññóæäåíèÿ
íîñÿò êà÷åñòâåííûé õàðàêòåð.

8.  ÎÏÐÅÄÅËßÞÙÅÅ  ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ
ÄËß  ÓÏÐÓÃÎÃÎ  ÄÀÂËÅÍÈß

×àñòî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî óïðóãàÿ ÷àñòü äàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû

1 2 1 1 2 2 1 2( , , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ,e I I f I I f I Iρ ψ = ρ ψ + ρ ψ ϑHp (8.1)
ãäå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàäàíî îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ýíòðî-
ïèþ è òåìïåðàòóðó.

Èíòóèòèâíî êàæåòñÿ ÿñíûì, ÷òî äëÿ êà÷åñòâåííîãî ðàññìîòðåíèÿ àïïðîê-
ñèìàöèÿ (8.1) âïîëíå ïðèåìëåìà. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, èìåííî òàêîé âèä èìåþò
íàèáîëåå ïîïóëÿðíûå â ôèçèêå óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ Âàí-äåð-Âààëüñà è Ìè~
Ãðþíàéçåíà. Â ÷àñòíîñòè, óðàâíåíèå Âàí-äåð-Âààëüñà â ïðèíÿòûõ îáîçíà÷å-
íèÿõ èìååò âèä

0
2( , ) , ,a c

b
ρϑζ ϑ = − + ζ =ζ − ρζp

ãäå a , b è c ñóòü ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà.
Èçâåñòíî, ÷òî óðàâíåíèå Âàí-äåð-Âààëüñà õîðîøî îïèñûâàåò ïîâåäåíèå

ðåàëüíûõ ãàçîâ. Èíòóèòèâíî êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, ÷òî óðàâíåíèå (8.1) ïðè
ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ôóíêöèé f1 è f2 äîëæíî õîðîøî îïèñûâàòü íå òîëüêî
ãàçû è æèäêîñòè, íî è òâåðäûå òåëà ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè. Êà÷åñòâåííûé
âèä ôóíêöèè 1( )f ζ , êîòîðàÿ, ñ ôîðìàëüíîé òî÷êè çðåíèÿ, îïèñûâàåò äàâëåíèå
ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå 0ϑ = , ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 1.

Ðèñ. 1. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ äàâëåíèÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå
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Äàâëåíèå ñ÷èòàåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ïðè ñæàòèè. Ïðåäñòàâëåííàÿ íà
ðèñ. 1 çàâèñèìîñòü õàðàêòåðíà äëÿ ìàòåðèàëîâ, óïðî÷íÿþùèõñÿ êàê ïðè ñæà-
òèè, òàê è ïðè ðàñòÿæåíèè. Ñïëîøíîé ëèíèåé íà äèàãðàììå ïðåäñòàâëåíû
ó÷àñòêè óñòîé÷èâîãî äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ó÷àñò-
êàì íåóñòîé÷èâîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðè÷åì íà ýòèõ ó÷àñòêàõ îòñóòñòâóþò
ïîëîæåíèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ. Êðóæî÷êàìè íà äèàãðàììå îáîçíà÷åíû
ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ ìàòåðèàëà ïðè íóëåâîì äàâëåíèè. ×èñëî
óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Íàïðèìåð,
äëÿ ñíåãà, òîíêèõ ïîðîøêîâ, ãðóíòîâ è äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ ìàòåðèàëîâ ÷èñëî
óñòîé÷èâûõ ðàâíîâåñíûõ ïîëîæåíèé î÷åíü âåëèêî. Ðàññìîòðèì èçîòåðìè÷åñ-
êîå íàãðóæåíèå øàðà äàâëåíèåì. Äîïóñòèì, ÷òî â èñõîäíîì ñîñòîÿíèè ïëîò-
íîñòü ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâîâàëà êðàéíåìó ïðàâîìó êðóæî÷êó íà äèàãðàììå.
Íà÷íåì òåïåðü ìåäëåííî óâåëè÷èâàòü äàâëåíèå. Ïðè ýòîì øàð áóäåò êâàçè-
ñòàòè÷åñêè ñæèìàòüñÿ, è ìû áóäåì äâèãàòüñÿ îò ïðàâîãî êðàéíåãî êðóæî÷êà
âëåâî-ââåðõ ïî ñïëîøíîé ëèíèè äèàãðàììû. Êîãäà äàâëåíèå äîñòèãíåò ïåðâîé
êðèòè÷åñêîé âåëè÷èíû, ñîîòâåòñòâóþùåé ëîêàëüíîìó ìàêñèìóìó äèàãðàììû,
êâàçèðàâíîâåñíîå äåôîðìèðîâàíèå ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì, à â ìàòåðèàëå
íà÷èíàåòñÿ ñòðóêòóðíàÿ ïåðåñòðîéêà, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ áûñòðûì ñàìîïðî-
èçâîëüíûì óâåëè÷åíèåì ïëîòíîñòè ïðè ïî÷òè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Èíûìè
ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò òâåðäîòåëüíûé ôàçîâûé ïåðåõîä. Ñêîðîñòü ýòîãî ôàçîâî-
ãî ïåðåõîäà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëà, íî íå ñâîéñòâàìè âíåøíèõ
îáñòîÿòåëüñòâ. Ýòî áóäåò ïðîäîëæàòüñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ìû ñíîâà íå ïîïàäåì
íà ñïëîøíóþ ëèíèþ. Ïðè äàëüíåéøåì ìåäëåííîì óâåëè÷åíèè äàâëåíèÿ ïëîò-
íîñòü áóäåò ìåäëåííî (êâàçèñòàòè÷åñêè) âîçðàñòàòü, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò
ñëåäóþùèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Åñëè, íå äîñòèãíóâ âòîðîãî ëîêàëüíîãî ìàê-
ñèìóìà, ìû íà÷íåì ñíèæàòü äàâëåíèå äî íóëÿ, òî ïîïàäåì â ñðåäíèé êðóæî÷åê
íà äèàãðàììå, êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ìàòåðèàëà ñ ïî-
âûøåííîé ïëîòíîñòüþ. Èíûìè ñëîâàìè, ïðîèñõîäèò ïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðî-
âàíèå øàðà. Âåñü îïèñàííûé ïðîöåññ îò÷åòëèâî íàáëþäàëñÿ â îïûòàõ Áðèä-
æìåíà [8]. Åñëè òåïåðü íà÷àòü ïðîöåññ ðàñòÿæåíèÿ øàðà, ò.å. íà÷àòü ïðèêëà-
äûâàòü îòðèöàòåëüíîå äàâëåíèå, òî îò ñðåäíåãî êðóæî÷êà ìû íà÷íåì äâèãàòüñÿ
ïî ñïëîøíîé ëèíèè äèàãðàììû âïðàâî-âíèç, ïðè ýòîì áóäåò èäòè ïðîöåññ
êâàçèñòàòè÷åñêîãî ðàñòÿæåíèÿ øàðà. Êîãäà ìû äîñòèãíåì ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà, òî ïðîèçîéäåò ñðûâ è íà÷íåòñÿ ñàìîïðîèçâîëüíîå óìåíüøåíèå ïëîòíîñòè
ìàòåðèàëà ïðè ïî÷òè ïîñòîÿííîì äàâëåíèè. Åñëè ìàòåðèàë îáëàäàåò ñâîéñòâîì
óïðî÷íåíèÿ (êàê ýòî èìååò ìåñòî íà èçîáðàæåííîé äèàãðàììå), òî ìû âíîâü
ïîïàäåì íà ó÷àñòîê óñòîé÷èâîãî ðàñòÿæåíèÿ. Ïðè äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè
ðàñòÿãèâàþùåãî äàâëåíèÿ ìû äîñòèãíåì êðàéíåãî ïðàâîãî ëîêàëüíîãî ìèíè-
ìóìà, â êîòîðîì ïðîèçîéäåò ðàçðóøåíèå øàðà. Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ó÷åò
êîíå÷íîñòè ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ ñòðîãî îáÿçàòåëåí äëÿ îïðåäåëÿ-
þùèõ óðàâíåíèé ðåàëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Êðîìå òîãî, îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò
ôàêò, ÷òî â òî÷êàõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ìàêñèìóìîâ ïðîèñõîäèò íàðóøåíèå
óñëîâèé òàê íàçûâàåìîé ñèëüíîé ýëëèïòè÷íîñòè. Ðàçóìååòñÿ, íàðóøàþòñÿ è
ïîñòóëàòû òèïà ïîïóëÿðíîãî ïîñòóëàòà Äðàêêåðà. Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè
çðåíèÿ ýòî, êîíå÷íî, íåïðèÿòíî, íî òàê óæ óñòðîåíà ïðèðîäà âåùåé. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî çàâèñèìîñòè, òèïà óêàçàííûõ íà ðèñ. 1, ïðèíöèïèàëüíî íå ìîãóò
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áûòü íàéäåíû èç ýêñïåðèìåíòà. Îäíàêî îãèáàþùèå èñòèííîé äèàãðàììû
ìîãóò áûòü óñòàíîâëåíû è ôàêòè÷åñêè îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå ýêñïåðèìåíòà.
Ïðè÷åì âåðõíÿÿ îãèáàþùàÿ îïèñûâàåò ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè, à
íèæíÿÿ îãèáàþùàÿ îïèñûâàåò ïðî÷íîñòü ìàòåðèàëà íà ðàçðûâ. ×òî êàñàåòñÿ
ôóíêöèè f2, òî, âèäèìî, åå äîïóñòèìî ïðèíÿòü â òîé æå ôîðìå, ÷òî è â óðàâíåíèè
Âàí-äåð-Âààëüñà. Ýòî âîçìîæíî, ïî êðàéíåé ìåðå, ïðè êà÷åñòâåííûõ ðàññìîò-
ðåíèÿõ. Äîñòàòî÷íî îáùèé âèä îïðåäåëÿþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ äàâëåíèÿ äàåò-
ñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

1
1 0

1
2

( , , )
( , , ) ( ,( , , )

N

k
e k

k

c I
a I ab I

−

=

ψ σ= ψ σ ζ + + ψζ − ψ σ∑ H
Hp (8.2)

ãäå N õàðàêòåðèçóåò ÷èñëî ôàçîâûõ ïåðåõîäîâ, êîòîðûå âêëþ÷àþòñÿ â ðàñ-
ñìîòðåíèå; ïàðàìåòðû ak, c, b ñóòü õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëà; ôóíêöèÿ 0( , )a ψ H
îïèñûâàåò äàâëåíèÿ, íåçàâèñÿùèå îò ïëîòíîñòè, êîòîðûå îáû÷íî â òåîðèè
íåóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ íå ðàññìàòðèâàþòñÿ. Äàâëåíèÿ, îòâå÷àþùèå ôóíêöèè

0( , )a ψ H , áóäåì íàçûâàòü ðàäèàöèîííûìè äàâëåíèÿìè*. Èõ ó÷åò íåîáõîäèì,
åñëè ìû õîòèì ó÷åñòü òàêèå ÿâëåíèÿ, êàê èñïàðåíèå òâåðäûõ ÷àñòèö è èõ
ïðåâðàùåíèå â ãàçîîáðàçíóþ ôàçó. Ïðè ýòîì ìàññà ñîõðàíÿåòñÿ, íî ÷èñëî
÷àñòèö ðåçêî óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî è ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé ðîñòà äàâëåíèÿ.
Â óðàâíåíèè (8.2) âìåñòî òåìïåðàòóðû èñïîëüçóåòñÿ ýíòðîïèÿ, ÷òî ÿâëÿåòñÿ
áîëåå ïîñëåäîâàòåëüíûì, õîòÿ è ìåíåå ïðèâû÷íûì. Îäíèì èç ïðîñòåéøèõ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå:

p 0( ) , 2 , .m n cf m n bb
− −= ζ − ζ + > ≥ ζ >ζ −

H (8.3)

Ýòî óðàâíåíèå ñîäåðæèò ïÿòü ïàðàìåòðîâ (f0, m, n, c, b), êîòîðûå ïîçâîëÿþò
îïèñàòü äîñòàòî÷íî øèðîêèå êëàññû ìàòåðèàëîâ, íî, êîíå÷íî, óðàâíåíèå (8.3)
íå ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì. Íåòðóäíî ïîñòðîèòü ôàçîâûå äèàãðàììû, îòâå÷à-
þùèå óðàâíåíèþ (8.3), ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòóðû. Ïðèìåðíûé
âèä çàâèñèìîñòåé äàâëåíèÿ îò ïëîòíîñòè ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ òåìïåðàòó-
ðû ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 2, ãäå ïðèíÿòû çíà÷åíèÿ m = 5, n = 3.

Óðàâíåíèå (8.3) ñîîòâåòñòâóåò äâóõôàçíîé ñðåäå. Â áîëåå îáùåì ñëó÷àå
êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (8.2) äîëæíû ïîäáèðàòüñÿ òàê, ÷òîáû óðàâíåíèå
ñîñòîÿíèÿ èìåëî âèä, ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 3.

Æèðíûå êðèâûå íà ðèñ. 2 ðàçäåëÿþò ðàçëè÷íûå ôàçû ìàòåðèàëà. Íèæå
íèæíåé æèðíîé ëèíèè ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â òâåðäîé ôàçå. Ìåæäó æèðíûìè
êðèâûìè ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â æèäêîé ôàçå. Âûøå âåðõíåé æèðíîé ëèíèè
ìàòåðèàë íàõîäèòñÿ â ãàçîîáðàçíîé ôàçå. Ïðè íóëåâîé ýíòðîïèè ñðåäà
íàõîäèòñÿ â òâåðäîé ôàçå, ïëîòíîñòü êîòîðîé ïðè íóëåâîì äàâëåíèè ðàâíà

1ζ =  èëè r = r0. Ìû îïóñêàåì äàëüíåéøåå îáñóæäåíèå ôàçîâûõ äèàãðàìì,
ïîñêîëüêó îíî äîñòàòî÷íî ñòàíäàðòíî, õîòÿ ñàìè ôàçîâûå äèàãðàììû äëÿ
óðàâíåíèÿ òèïà (8.3) ðàíåå, âèäèìî, íå âñòðå÷àëèñü.

* Â ìåõàíèêå [22] ðàäèàöèîííûìè äàâëåíèÿìè íàçûâàþò äðóãîå ïîíÿòèå. Èñïîëüçóåìîå â äàííîé ðàáîòå
ïîíÿòèå áëèæå, íî íå òîæäåñòâåííî, ê ïîíÿòèþ äàâëåíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ [23].
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9.  ÇÀÄÀÍÈÅ  ÂÍÓÒÐÅÍÍÅÉ  ÝÍÅÐÃÈÈ

Âûøå áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïî÷òè âñÿ èíôîðìàöèÿ î ôèçè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
ðàññìàòðèâàåìîé ñðåäû çàêëþ÷åíà â ñòðóêòóðå âíóòðåííåé ýíåðãèè. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ýòî îáëåã÷àåò ðàáîòó. Íî, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÿñíîãî ðåøåíèÿ ïðîáëåìà
çàäàíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èëà. Áîëåå òîãî, íèæå áóäåò
ïîêàçàíî, ÷òî çäåñü èìåþòñÿ ñóùåñòâåííûå çàòðóäíåíèÿ.

Ðèñ. 3. Îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå äëÿ òðåõôàçíîé ñðåäû: çîíû I, III, V
îòâå÷àþò óñòîé÷èâûì ãàçîâîé, æèäêîé è òâåðäîé ôàçàì ñîîòâåòñòâåííî;

çîíû II, IV ñîîòâåòñòâóþò ìåòàñòàáèëüíûì ñîñòîÿíèÿì

Ðèñ. 2. Íà ðèñóíêå ðàçíûå êðèâûå îòâå÷àþò ðàçíûì ýíòðîïèÿì: ÷åì âûøå
ýíòðîïèÿ, òåì âûøå ðàñïîëîæåíà êðèâàÿ
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Ïðè îáñóæäåíèè âîçìîæíîé ôîðìû çàäàíèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè áóäåì
èñõîäèòü èç ñîîòíîøåíèé Êîøè~Ãðèíà (6.2)

2 ( ) 1, ,e
η ∂ ζη ∂η∂  = ρ = − ϑ = ∂ρ ρ ∂ζ η ∂ 
U U U

H
p

Ïðèíèìàÿ äëÿ äàâëåíèÿ îïðåäåëÿþùåå óðàâíåíèå (8.2) è èíòåãðèðóÿ
ïåðâîå èç âûøåíàïèñàííûõ ñîîòíîøåíèé, ïîëó÷àåì
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ãäå ôóíêöèÿ 1( , , , )d Iψ σ H  ïîäëåæèò äàëüíåéøåìó îïðåäåëåíèþ, è ïðèíÿòî, ÷òî
äàâëåíèå íå çàâèñèò ÿâíî îò òåíçîðà ôîðìîèçìåíåíèÿ; ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå
îáû÷íî íàçûâàþò òåïëîâîé ýíåðãèåé.

Êîíêðåòíîå çàäàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè ïîëíîñòüþ ðåøàåò ïðîáëåìó ïî-
ñòðîåíèÿ îáùåé òåîðèè íåóïðóãèõ ñðåä, íî ýòî � íå ïðîñòàÿ çàäà÷à, äàæå ïðè
ïðèíÿòèè îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (9.1). Íà ïåðâûé âçãëÿä
âûðàæåíèå (9.1) êàæåòñÿ íåóäîâëåòâîðèòåëüíûì. Äåéñòâèòåëüíî, êàê îòìå÷à-
ëîñü âî ââåäåíèè, ïðè áîëüøèõ äàâëåíèÿõ è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ
ïëîòíîñòÿõ âñå òåëà ñòàíîâÿòñÿ ïîäîáíûìè æèäêîñòè, ò.å. äåâèàòîð òåíçîðà
óïðóãèõ íàïðÿæåíèé äîëæåí ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè 0ζ → . Îäíàêî âûðà-
æåíèå (9.1) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè ïëîòíîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè äåâè-
àòîð ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî (6.4) è (9.1) èìååì
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Êàê âèäèì, íè ïðè êàêîì âèäå ôóíêöèè 1( , , , )d Iψ σ H  íåëüçÿ óñòðàíèòü
çàâèñèìîñòü äåâèàòîðà îò ïëîòíîñòè (äàâëåíèÿ). Äîáèòüñÿ îãðàíè÷åííîñòè
äåâèàòîðà ïðè ñòðåìëåíèè ïëîòíîñòè ê áåñêîíå÷íîñòè ìîæíî òîëüêî çà ñ÷åò
ïðàâèëüíîãî âûáîðà çàâèñèìîñòè ìîäóëÿ ñäâèãà îò òåìïåðàòóðû è õèìè÷åñêîãî
ïîòåíöèàëà. Çäåñü ñóùåñòâóåò ìíîãî âîçìîæíîñòåé, îáñóæäåíèå êîòîðûõ
âûõîäèò çà ðàìêè äàííîé ðàáîòû. Íà äåâèàòîð íàêëàäûâàþòñÿ äîïîëíèòåëü-
íûå îãðàíè÷åíèÿ: êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ äîëæíû áûòü îãðàíè÷åíû ïî
ìîäóëþ è äîëæåí ïðîÿâëÿòüñÿ ýôôåêò Ñàâàðà~Ìàcñîíà. Ýòîãî òàêæå ìîæíî
äîñòè÷ü ðàçíûìè ïóòÿìè. Íàïðèìåð, èñïîëüçîâàòü ìîäåëü òèïà Ôðåíêåëÿ~
Êîíòîðîâîé [20], òðåõìåðíûé àíàëîã êîòîðîé ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùèì
ïðåäñòàâëåíèåì:

1 1
0

1 *

( , , , ) ( 3)( , ) cos ,2 ( , )
d I I

dI l
∂ ψ σ π − = µ ψ Θ  ψ 

H
H

H
(9.3)

ãäå l* åñòü íåêîòîðàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàòåðèàëà, çàâèñÿùàÿ îò ýíòðîïèè è
õèìè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ( )xΘ  åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îáëàñòè 0x ≥ :
îíà ðàâíà åäèíèöå ïðè 0x ≥  è íóëþ â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.
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Â çàêëþ÷åíèå ïåðå÷èñëèì ñèñòåìó óðàâíåíèé, ê ðåøåíèþ êîòîðûõ ñâî-
äèòñÿ àíàëèç òîé èëè èíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è. Îñíîâíûìè íåèçâåñòíûìè
ÿâëÿþòñÿ: ïëîòíîñòü ÷àñòèö ( , )tη x  è ïëîòíîñòü ìàññû ( , )tρ x . Çàäàíèå ôóíê-
öèè ( , )tη x  îïðåäåëÿåò è ñàìî òåëî, îòíîñèòåëüíî êîòîðîãî ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îíî
èçâåñòíî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Îáû÷íî äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðåøèòü
ñòàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýâîëþöèè óêàçàííûõ ôóíêöèé ñëóæàò
óðàâíåíèÿ áàëàíñà ÷àñòèö è ìàññû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî çàäàòü ïðàâóþ
÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1), ò.å. ôóíêöèþ ( , , , )χ η ρ ψH . Ê ýòèì óðàâíåíèÿì íåîá-
õîäèìî äîáàâèòü ïåðâûé (3.7) è âòîðîé (3.8) çàêîíû äèíàìèêè, à òàêæå
óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè (7.1) è äèôôóçèè (7.2) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
îïðåäåëÿþùèìè óðàâíåíèÿìè äëÿ ïîòîêîâ ýíåðãèè. Äàëåå íåîáõîäèìî êîíê-
ðåòèçèðîâàòü çàäàíèå âíóòðåííåé ýíåðãèè (9.1). Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå
íà òî, ÷òî ôàçîâûå ïåðåõîäû â ñðåäå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òîëüêî ïðè ðàññìîò-
ðåíèè ïîëíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è. Íåïðèâû÷íûì ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî
ðåøàòü íåîáõîäèìî çàäà÷ó ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè, à íèêàêèõ êðàåâûõ óñëîâèé
íå òðåáóåòñÿ. Íàëè÷èå ñòåíîê è ïðåïÿòñòâèé äðóãîãî ðîäà íåîáõîäèìî ìîäå-
ëèðîâàòü îáúåìíûìè ñèëàìè, êàê ýòî êðàòêî óêàçàíî â [5]. Â öåëîì òåîðèÿ
ïîëó÷àåòñÿ äîâîëüíî ñëîæíîé äëÿ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, íî ñòðåìèòåëüíîå
ðàçâèòèå ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ, ÷òî ýòà çàäà÷à íå áåçíàäåæíà.

Çäåñü àâòîð âûíóæäåí îñòàíîâèòüñÿ è íå òîëüêî â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè
îáúåìà ñòàòüè. ×òîáû èñïîëüçîâàòü èçëîæåííóþ âûøå òåîðèþ äëÿ êàêèõ-
ëèáî ïîëåçíûõ öåëåé, íåîáõîäèìû äàëüíåéøèå êîíêðåòèçàöèè è äîïîëíèòåëü-
íûå èññëåäîâàíèÿ. Íàèáîëåå ñëîæíîé ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïðåäå-
ëÿþùåãî óðàâíåíèÿ äëÿ äåâèàòîðà òåíçîðà óïðóãèõ íàïðÿæåíèé. Óðàâíåíèå
(9.3) � âñåãî ëèøü îäíà èç âîçìîæíîñòåé è, âîçìîæíî, äàëåêî íå ëó÷øàÿ.
Àâòîð íàäååòñÿ, ÷òî â ðàáîòå óäàëîñü ïîêàçàòü íàïðàâëåíèå è ñîäåðæàíèå
èññëåäîâàíèé, ïðîâåäåíèå êîòîðûõ íåîáõîäèìî äëÿ ïîñòðîåíèÿ òåîðèè íåóïðó-
ãèõ ñðåä ñ ôàçîâûìè ïåðåõîäàìè.

Àâòîð áëàãîäàðåí àêàäåìèêó ÐÀÍ Í.Ô. Ìîðîçîâó çà âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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